
Lösningar till tentamen

Analys A,
21-10-14.

1.a) arctan k → π
2 när k → ∞. Eftersom ter-

merna inte g̊ar mot noll s̊a kan serien omöjligt
konvergera.

b) Integralen är generaliserad i b̊ade −π
2 och π

2 .
Vi delar upp integralen i tv̊a delar,∫ π/2
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x2√
cosx

dx =

∫ 0
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dx+
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0

x2√
cosx

dx.

Eftersom integranden är en jämn funktion s̊a är
de b̊ada delarna lika stora. Det räcker därför
att undersöka den ena av dom. I närheten av
π
2 gäller att cosx ≈ π

2 − x (tangentapproxima-
tion). Vi jämför därför med funktionen g(x) =

1√
π
2 − x

och noterar att

lim
x→π

2
−
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.

Det följer att∫ π/2

0

x2√
cosx

dx konv ⇔
∫ π/2

0

1√
π
2 − x

konv,

enligt jämförelsekriterium II. Den högra integra-
len är konvergent och kan beräknas med den pri-
mitiva funktionen −2

√
π
2 − x till

√
2π. Vi drar

slutsatsen att även den ursprungliga integralen
är konvergent.

2.a) Vi undersöker gränsvärdena längs x-axeln
och längs linjen x = y:

lim
t→0

f(t, 0) = lim
t→0

cos 0− 1

t4 + 0
= lim

t→0
0 = 0.

lim
t→0

f(t, t) = lim
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cos t2 − 1

t4 + t4
= lim

t→0

−1
2 t

4 +O(t8)

t4 + t4
= −1

4
.

där vi i det sista steget har använt MacLaurin-
utvecklingen cos t = 1 − 1

2 t
2 + O(t4). D̊a vi f̊ar

olika gränsvärden längs de b̊ada linjerna saknar
funktionen gränsvärde i origo.

b) Med t = xy och samma MacLaurin-
utveckling som i a) f̊ar vi

cos(x2y2)− 1

x6 + y6
=
−1

2x
4y4 +O(x8y8)

x6 + y6
.

Med polära koordinater f̊ar vi att

lim
(x,y)→(0,0)

1

2

x4y4

x6 + y6
= lim

r→0

1

2
r2

cos4 θ sin4 θ

cos6 θ + sin6 θ
→ 0,

eftersom r2 → 0 och den trigonometriska fak-
torn är begränsad. (T ex gäller att täljarens be-
lopp är mindre än 1 och nämnaren är ned̊at be-
gränsad av 1/8.) Även den andra delen g̊ar mot
noll eftersom ∣∣∣∣O(x8y8)

x6 + y6

∣∣∣∣ ≤ Cr10
i n̊agon omgivning av origo, och Cr10 → 0. Sam-
manfattningsvis existerar gränsvärdet och är li-
ka med noll.

3. a) Vi räknar med kedjeregeln
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Ytterligare en derivation ger
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P̊a samma sätt beräknas
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Fr̊an dessa räkningar kan vi läsa av att
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dvs vi erh̊aller ekvationen

25
∂2f

∂u∂v
= 5
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∂u
⇔ 5

∂2f
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=
∂f
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.

b) Vi delar med 5 och sätter g = ∂f
∂u . D̊a uppfyl-

ler g ekvationen

∂g

∂v
=

1

5
g ⇔ ∂g

∂v
− 1

5
g = 0.

Efter multiplikation med den integrerande fak-
torn I = e−

1
5
v kan ekvationen skrivas

∂

∂v
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5
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för n̊agon godtycklig funktion φ(u) av u. Om vi
g̊ar tillbaka till f f̊ar vi allts̊a

∂f

∂u
= φ(u)e

1
5
v ⇔ f = Φ(u)e

1
5
v + Ψ(v),

där Φ(u) är en primitiv till φ(u) och Ψ(v) är en
godtycklig funktion av v. Eftersom den primitiva
funktionen till en godtycklig funktion ocks̊a är
godtycklig f̊ar vi efter återg̊ang till de ursprung-
liga variablerna x, y till sist

f(x, y) = Φ(2x+ y)e
1
5
(x−2y) + Ψ(x− 2y),

där Φ och Ψ är tv̊a godtyckliga tv̊a g̊anger kon-
tinuerligt deriverbara funktioner.

4.a) Vi beräknar de stationära punkterna:
f ′x = 2yz − y − z = 0,
f ′y = 2xz − x− z = 0,

f ′z = 2xy − x− y = 0.

Om vi subtraherar den andra ekvationen fr̊an
den första f̊ar vi att (x − y)(2z − 1) = 0, och
p̊a samma sätt f̊ar vi att (y − z)(2x − 1) = 0
och (z − x)(2y − 1) = 0. En möjlighet är up-
penbarligen att x = y = z. Om detta inte är
sant s̊a kommer åtminstone tv̊a av faktorerna
x − y, y − z, z − x att vara skilda fr̊an noll, och
därmed m̊aste enligt föreg̊aende ekvationer tv̊a
av talen vara lika med 1

2 . Men detta skulle strida
mot de ursprungliga ekvationerna. Vi kan allts̊a
dra slutsatsen att x = y = z, och d̊a reduceras
alla tre ekvationerna till 2x2−2 = 0 med de tv̊a
rötterna x = 0, 1. Detta ger de tv̊a stationära
punkterna (0, 0, 0) och (1, 1, 1).

För att bestämma karaktären av punk-
ten (0, 0, 0) kan vi beräkna andraderivatorna:
f ′′xx(0, 0) = f ′′yy(0, 0) = f ′′zz(0, 0) = 0 och
f ′′xy(0, 0) = f ′′yz(0, 0) = f ′′zx(0, 0) = −2. Detta

ger den kvadratiska formen Q(h, k, l) = −4hk−
4kl − 4lh som är indefinit (t ex gäller ju att
Q(1, 1, 0) = −4 medan Q(−1, 1, 0) = 4). (0, 0, 0)
är allts̊a en sadelpunkt.

Motsvarande räkning i punkten (1, 1, 1) ger
f ′′xx(1, 1) = f ′′yy(1, 1) = f ′′zz(1, 1) = 0 och
f ′′xy(1, 1) = f ′′yz(1, 1) = f ′′zx(1, 1) = 1. Detta
ger den kvadratiska formen Q(h, k, l) = 2hk +
2kl + 2lh, som är indefinit av samma skäl som
i föreg̊aende fall. Även denna punkt är allts̊a en
sadelpunkt.

b) Vi observerar att limt→±∞ f(t, t, t) =
limt→±∞(t3 − 3t2) = ±∞, vilket visar att
sup f = ∞, inf f = −∞ och att allts̊a varken
maximum eller minimum kan antas.

5.a) Bivillkoret ger en kompakt mängd: den är
sluten och limx2+y2→∞((x2 + y2)2 + 8xy− 12) ≥
limx2+y2→∞((x2 + y2)2 − 4(x2 + y2) − 12) =
limr→∞(r4− 4r2− 12) =∞, s̊a enligt känd sats
m̊aste varje niv̊akurva vara begränsad. Speciellt
gäller detta för kurvan (x2+y2)2+8xy = 12. En-
ligt satsen om extremvärden m̊aste största och
minsta värde antas.

b) För att hitta extrempunkterna beräknar vi
∇g = (4x(x2 + y2) + 8y, 4y(x2 + y2) + 8x) och
∇f = (y, x). Vi f̊ar

0 =

∣∣∣∣ y x
4x(x2 + y2) + 8y 4y(x2 + y2) + 8x

∣∣∣∣ =

4y2(x2 + y2) + 8xy − 4x2(x2 + y2)− 8xy =

4(y2 − x2)(x2 + y2),

vilket ger möjligheterna x = y och x = −y.

x = y. Insättning i bivillkoret g(x, y) = 0 ger
4x4 + 8x2 = 12. Om vi sätter t = x2 s̊a m̊aste
allts̊a t uppfylla ekvationern t2 + 2t = 3 ⇒ t =
x2 = 1, vilket ger punkterna (1, 1) och (−1,−1),
b̊ada med funktionsvärdet 1.

x = −y. Insättning i bivillkoret g(x, y) = 0 ger
4x4 − 8x2 = 12. Om vi sätter t = x2 s̊a m̊aste
allts̊a t uppfylla ekvationern t2 − 2t = 3 ⇒ t =
x2 = 3, vilket ger punkterna ±(

√
3,−
√

3), b̊ada
med funktionsvärdena −3.

Sammanfattningsvis blir maximum lika med 1
och minimum lika med −3.

6 & 7. För teorifr̊agorna hänvisas till kurslitte-
raturen.
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