Losningar till tentamen

Analys A,
21-10-14.

l.a) arctank — 7 ndr k — oo. Eftersom ter-
merna inte gar mot noll s& kan serien omdgjligt

konvergera.

b) Integralen dr generaliserad i bade
Vi delar upp integralen i tva delar,

s s
-3 och bR
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Eftersom integranden &r en jamn funktion sa &r
de bada delarna lika stora. Det racker déarfor
att undersoka den ena av dom. I néirheten av

5 giller att cosz ~ § — x (tangentapproxima-
tion). Vi jamfor darfor med funktionen g(z) =

1
— och noterar att
9 = xr
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Det foljer att
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enligt jamforelsekriterium II. Den hogra integra-
len &r konvergent och kan berdknas med den pri-
mitiva funktionen —2,/§ — x till V2r. Vi drar
slutsatsen att &ven den ursprungliga integralen
ar konvergent.

2.a) Vi undersoker griansvirdena lings z-axeln
och ldngs linjen z = y:
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dér vi i det sista steget har anvint MacLaurin-
utvecklingen cost = 1 — 1¢2 + O(t*). Da vi far
olika gransvirden ldngs de bada linjerna saknar
funktionen gransvirde i origo.

b) Med ¢ = =y och samma MacLaurin-
utveckling som i a) far vi
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Med polédra koordinater far vi att

.1, cos? O sin* 0
= lim -r*————— =0,
r—02 cos® 0 +sin® 0
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eftersom 72> — 0 och den trigonometriska fak-
torn dr begrénsad. (T ex géller att téljarens be-
lopp &r mindre &n 1 och ndmnaren ar nedat be-
grinsad av 1/8.) Aven den andra delen gar mot
noll eftersom
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i nagon omgivning av origo, och Cr® — 0. Sam-
manfattningsvis existerar gréansvirdet och &r li-
ka med noll.

3. a) Vi riknar med kedjeregeln
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Ytterligare en derivation ger
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Pa samma séitt beridknas
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Fran dessa rikningar kan vi ldsa av att
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dvs vi erhaller ekvationen
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b) Vi delar med 5 och sétter g = %. Da uppfyl-
ler g ekvationen

dg 1 dg 1

—=—-g& — ——-g=0.
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Efter multiglikation med den integrerande fak-
torn I = e~ 5" kan ekvationen skrivas

0

af(e‘%”g>: 06 e 5% = p(u) & g=d(u)es”,
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for nagon godtycklig funktion ¢(u) av u. Om vi

gar tillbaka till f far vi alltsa

§£=Mw£”@f=®Wk?+W@%
dér ®(u) dr en primitiv till ¢(u) och ¥(v) &r en
godtycklig funktion av v. Eftersom den primitiva
funktionen till en godtycklig funktion ocksa &r
godtycklig far vi efter atergang till de ursprung-
liga variablerna z,y till sist

fl@,y) = ®(2z +y)es ) 4 W(z — 2y),

déar ® och ¥ &r tva godtyckliga tva ganger kon-
tinuerligt deriverbara funktioner.

4.a) Vi beréknar de stationdra punkterna:

fo = 2yz—y—2=0,
fy = 2x2—2-2=0,
fl = 2zy—z—y=0.

Om vi subtraherar den andra ekvationen fran
den forsta far vi att (z — y)(22 — 1) = 0, och
pa samma séitt far vi att (y — z)(2z — 1) = 0
och (z — z)(2y — 1) = 0. En mojlighet &r up-
penbarligen att x = y = z. Om detta inte &r
sant sa kommer atminstone tva av faktorerna
T —vy,y — 2,z — x att vara skilda fran noll, och
ddrmed maste enligt foregaende ekvationer tva
av talen vara lika med % Men detta skulle strida
mot de ursprungliga ekvationerna. Vi kan alltsa
dra slutsatsen att x = y = z, och da reduceras
alla tre ekvationerna till 222 —2 = 0 med de tva
rotterna x = 0,1. Detta ger de tva stationéra
punkterna (0,0,0) och (1,1,1).
For att bestdmma karaktdren av punk-
ten (0,0,0) kan vi berékna andraderivatorna:
alc/ac(070) = g//,y(oao) = ;/2'(070) = 0 och
2y(0,0) = £7.(0,0) = f7.(0,0) = —2. Detta

ger den kvadratiska formen Q(h, k,l) = —4hk —
4kl — 4lh som ir indefinit (t ex giller ju att
Q(1,1,0) = =4 medan Q(—1,1,0) =4). (0,0,0)
ar alltsa en sadelpunkt.
Motsvarande riakning i punkten (1,1,1) ger
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T < A — ) = 1. Dot
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ger den kvadratiska formen Q(h,k,l) = 2hk +
2kl + 2lh, som &r indefinit av samma skil som
i foregaende fall. Aven denna punkt #r alltsa en
sadelpunkt.

b) Vi observerar att limyio f(t,¢,8) =
limg 100(t2 — 3t2) = oo, vilket visar att
sup f = oo, inf f = —oo och att alltsa varken
maximum eller minimum kan antas.

5.a) Bivillkoret ger en kompakt méngd: den &r
sluten och lim,2 4 2 oo (22 +y2)? + 8xy — 12) >
limx2+y2—>oo((x2 + :‘/2)2 - 4(‘7:2 + y2) - 12) =
lim, o0 (r* — 472 — 12) = o0, 54 enligt kind sats
maste varje nivakurva vara begrinsad. Speciellt
géller detta for kurvan (22 +y%)%+8zy = 12. En-
ligt satsen om extremvirden maste storsta och
minsta virde antas.

b) For att hitta extrempunkterna berdknar vi
Vg = (4x(2? + 42) + 8y, 4y(z? + y?) + 8z) och
Vf=(y,x). Vi far

0= Y v
T dz(@® +y?) + 8y dy(a? +yP) + 8

A2 (2% + %) + 8y — 42 (2 + y?) — Szy =
A(y* - 2%)(a® + ),
vilket ger mojligheterna x = y och x = —y.

x = y. Insédttning i bivillkoret g(z,y) = 0 ger
4z* + 822 = 12. Om vi sétter t = 2 sa maste
alltsa t uppfylla ekvationern t2 + 2t = 3 = t =
x? = 1, vilket ger punkterna (1,1) och (-1, —1),
bada med funktionsvirdet 1.

x = —y. Insédttning i bivillkoret g(z,y) = 0 ger
4zt — 822 = 12. Om vi séitter t = 2 sa maste
alltsa t uppfylla ekvationern t? — 2t = 3 = t =
x? = 3, vilket ger punkterna #+(v/3, —v/3), bada
med funktionsvérdena —3.

Sammanfattningsvis blir maximum lika med 1
och minimum lika med —3.
6 & 7. For teorifragorna hénvisas till kurslitte-

raturen.
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