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15 poang ger garanterat betyg E. Motivera alla 16sningar noggrant. Obevisade deluppgifter
kan anvandas.

1. (a)
(b)

(2 poéng) Lat T : V — W vara en linjir avbildning mellan vektorrum. Definiera nollrumet N(T)
och bevisa att N(T') C V &r ett delrum.

(3 podng) Lat P,4(C) vara vektorrumet av alla komplexa polynom av grad hogst 4 och lat
T : P4(C) — C3 vara linjiira avbildningen som uppfyller

Bestém N(T') och R(T") och hitta en bas till N(T').

L&6sning.

(a)

Nolrumet av T ar

N(T)={veV |T(v)=0}.

T(x+y)=T(z)+ T(y) =0 och
T(cx)=cT(x)=0
for alla z,y € N(T') och alla skalér ¢ foljer att N(T') &r sluten f6r addition och skalar multiplikation.
Det géller ocksa att 0 € N(T). Alltsa ar N(7T') ett delrum av V.

Matrisrepresentationen for T relativ till standard ordnata baserna av P4(C) och C? &r

100 0 O
01 4 12 32
00 2 6 12

D4 matrisens kolonner genererar C* foljer att R(7) = C3. Man kan anvinder Gaussalgoritmen
fér att finna radekvivalenta matrisen

1 0 0 0 O
01 0 0 8
0 01 3 6

Alltsa géller

4
N(T) = {Z aixi | ap =0, a1 = —8ay, as = —3az — 6@4}.
=0

Vektorerna % — 622 — 8z och 2% — 322 ligger i N(T') och #r linjér oberoende. Da dim N(7T') =
5 —dimR(T') = 2, kan vi drar slutsatsen att dem #r en (ordnat) bas av N(T').



2.

(a) (1 podng) Lat A € M,,(R). Definiera nir A kallas diagonaliserbar.
(b) (3 podng) Lat
1 0o -2 2
-1 1 3
Bestéim om A #r diagonaliserbar. Om s &r fallet, bestim en bas for R? bestaende av egenvektorer
av A for R? samt deras egenvirden.

(¢) (1 poidng) Bestam om matrisen A fran sista delen ér diagonaliserbar relativ till en ortonormalbas
av R3.
Losning.

(a) Matrisen A kallas for diagonaliserbar om det finns en inverterbar matris S € M, (R) sadan att
SAS~! #r en diagonalmatris.

(b) Vi undersoker B = 2 - A i stéllet for att underldtta berdkningen. D& egenvektorer av A och B é&r
samma och egenvirde multipliceras med 2 &r det tillriklig att goa det. Karaktéristiskt polynom
av B beréknas som

xp(t) = —t* + 4t + 4t — 16.
Proving av delare av 16 visar att
x(t)=——-2)t+2)(t—4).

Da B ar av storlek 3 x 3 och har 3 olika egenvirde, &r den diagonaliserbar. Det medfor att ocksa
A ar diagonaliserbar. Egenvektorer av A berdknas nu genom att bestdmmer

N(B — 2I3) = span

N(B + 2I3) = span

N(B — 4I3) = span

= O O = = O

Alltsa dr (1,0,1)% (1,1,0)%(0,1,1)" en bas av egenvektorer for A med egenviirde 1, —1 och 2.

(c) Matrisen A &r inte diagonaliserbar relativ till en ortonormalbas av R3, eftersom dem #r inte
sjalvadjungerad.



3. (a) (1 podng) Definiera begreppet “unitir matris”.
(b) (1 poing) Definiera begreppet ”dvertriangular matris”.

(¢) (3 podng) Beridkna QR-uppdelningen av

1 3 2 3
1142 0 -

A=3511 —1 2 1| MO
1 1-2 0 i

Lo6sning.

(a) En matris U € M,,(C) kallas f6r unitdr om U*U =1, = UU* giller.

(b) En matris R € M, (F), dar I &r en godtycklig kropp, kallas for dvertriangulédr om R;; = 0 géller
for alla i > j.

(¢) QR uppdelning berdknas genom att tillimpa Gram-Schmidts metod till basen som bestar av

kolonvektorer vy, ...,vs av A for att hitta ortonormalbasen
1 1 1 1
111 1 [ 4 1 (-1 1| -2
21212 12| -1
1 —1 -1 )
som vi kallar for uq, ..., us. Unitdra matrisen i QR-uppdelningen &r alltsa
1 1 1 1
111 ¢+ -1 —i
Q=(u-uw)=511 4 1
1 =i =1 4

Man noterar hur Gram-Schmit beraknar vektorerna och skriver motsvarande koefficienter i ma-
trisen

O O O
S O N
O = O =
=



4. (a)
(b)

(1 poéng) Definiera singuldrvéirde av en matris A € M,,(C).

(4 podng) Berikna singularviirdesuppdelning av

Losning.

(a)

1 0 0 2
2 -1 0

Singuldrvirden av A € M, (C) &r positiva tal oy > ... > o, dir r = rank(A) ar matrisens rang,
tillsammans med 0,41 = --- = g, = 0, sadan att det finns orthonormalbaser wq,...,u, och
V1,...,0, av C” som uppfyller

AUZ‘ = O;U;
for all i € {1,...,n}.
Kommentar: en alternativ definition betrakta bara positiva singularvéarde oq,..., 0.

For att bestdmmer singularsvéirdeuppdelning av A berdknar man forst

1 4 -2 0
A*A = 1 -2 1 0
0 0 8

och sen en ortonormalbas av egenvektorer v1,v2,v3 av A*A med egenviirde o > 03 > 03. Man
hittar

S
S
|
S
[V
o
S
w
|
[N}

och
0?=5/4,02=2,02=0.

Dérefter berdnar man bildvektorer Avq, Avs och normaliserar och kompleterar dem for att far en
ortonormalbas u1, us, ug, ndmligen

o

-1
Uy = 0 , U = —=

1 1 2 1\t
NI o SR N s
A=10 % F |0 V2ol 0%
-1 0 0 0O 0 O 0O 1 0

1 1 2 1

0 7 —m\ (2 o 0\ 5
=1 % w0 vzo]p 0 01



5. (a) (1 podng) Kom ihag att sparavbildningen Tr : M,,(R) — R defineras genom formeln
i=1

Bevisa att Tr(AB) = Tr(BA) géller for all A, B € M, (R).

(b) (2 podng) Lat V = {A € My(R) | Tr(A) = 0}. Bevisa att V' C Ma(R) &r ett delrum och bestdm
en bas for V.

(¢) (2 poang) Lat

11
5=(g 1)
Vi definierar avbildningen 7' : V' — V med hjélp av formeln T (A) = BA — AB. Bevisa att T ar

linjar och bestdm dess matrisrepresentation relativ till basen du hittade i del 5b.

Losning.

(a) Det géller att

Tr(AB) = Z <Z AikB,ﬂ) = Z < BikAm) = Tr(BA).
k=1 k=1

=1 = =1 =

(b) Man kontrollerar direkt att 0 € V och att det &r sluten for addition och skalir multiplikation.

Vektorer
0 1 1 0 0 0
0 0/’\0 —-1/°\1 O

ligger i V' och &r linjir oberoende. Alltsd géller 3 < dim V' < dim My (R) = 4. Det implicerar att
dim V' = 3 och att vektorer &r en (ordnat) bas av V.

(c) Det &r en direkt rdkning som visar att T &r linjar. Matrisrepresentationen relativ till basen vi
hittade i sista delen &r

0 -2 0
0 0 1
0 0 0

6. (a) (2 podng) Bevisa att tva andligdimensionella F-vektorrum V' och W &r isomorfa om och endast
om dimp V' = dimp W géller.

(b) (3 poing) Formulera och bevisa Cauchy-Schwarz olikheten.

Lo6sning. Se bok eller foreldsningsanteckningar.

Skrivningsaterlamning dger rum fredagen 5 november kl. 12:00 utanfor sal 15, hus 5. Darefter kan skrivningen
hémtas pa studentexpeditionen i rum 204.



