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Inga hjilpmedel tillatna. Varje uppgift &r vird 5 podng och 15 poing ger garanterat betyg E.
Motivera alla 16sningar noggrant.

1. Undersok extremvérden, konvexitetsegenskaper och asymptoter till funktionen

22 -1
flx) = 216
Skissera &ven grafen till f.
Lo6sningsforslag:
Eftersom x? +6 > 0 for alla rella x dr den givna funktionen definierad och kontinuerligt deriverbar pd
hela reella linjen. Lodrdta asymptoter saknas sdaledes. Vi har

lim f(z) =1,

rz—+o0

och vi har en vagrdt asymptot r = 1.
Vi underséker extremuvdrden genom att underséka f:s derivata. Vi har

J(a) =14

_r
@+ 67

och vi ser genast att f'(x) =0 endast for x = 0. En teckentabell ger vid handen att f(0) = —1/6 dr ett
lokalt minimum. Dd f vidare dr vdzande for x > 0 och avtagande for x < 0 dr detta minimum dven
globalt f:s minsta virde. Storsta virde saknas, dé f(x) < 1 for alla reella x medan lim,_,~ f(z) = 1.

Vi deriverar igen och far
% -2
R
- vilket avslojar att f" uppvisar teckenbyten i x = ++/2. Funktionen f dr konvex for —v/2 < x < /2
och konkav pd —oo < x < V2 och V2 < z < .

' (x) = —42

2. Bestam Maclaurinpolynomet av ordning fyra till funktionen

f(z) = zsinz — 2%e**.

Loésningsforslag:
Vi anvdnder de kdnda utvecklingarna

1
sine =x — 61'3 +0O(z°)

e* =1+ 2z + 222 + O(z).

Insdttning av dessa ger
1 1
flz)==z (x = Ex?’ + O(ms)) —2?(1422+222 +0(2%)) = 2% — 6x4+0(:r6) —x? =223 — 22 + O(2°)

13
= 223 — E:}:‘l + O(2°).



Det sékta Taylorpolynomet dr alltsa

13
pz) = =223 — —2?.
6
3. Beriikna grénsvirdet
n+1
lim arctan xzdx.

n—oo
Lo6sningsforslag:

Vi drar oss till minnes integralkalkylens medelvirdessats: om f dr kontinuerlig pd intervallet [a,b] sd
finns en punkt xg € [a,b] sidan att

b
/ F(@)dz = (b — a) f(xp).

Vi tillmpar denna sats med f = arctanx och [a,b] = [n,n + 1] och far da

n+1
/ = (n+ 1 —n)arctan(zg) = arctan(zo)

for ndgot xg € [n,n+ 1]. Ndr nu n — oo har vi zg — oo. Alltsé foljer
n+1

lim arctan(x)dr = lim arctan(zg) = m,
n—oo n—oo

n
under anvindning av standardgrinsvirdet limg, o arctan(zg) = 7.
4. Bestam storsta och minsta virdet till funktionen
fla,y) = 2% + 2y + 3
pa ringomradet

{ener: ]

och ange samtliga punkter dér dessa virden antas.

§x2+y2§2}

Lo6sningsforslag:

Vi har att géra med en kontinuerligt deriverbar funktion pa ett kompakt omride. En kind sats séiger
0ss att maximum och minimum till f kommer att antagas i kritiska punkter eller i randpunkter.

Vi berdknar forst gradienten till f:
V= (2x,2y+2)=2(z,y+1).
Vi har en enda kritisk punkt i (x,y) = (0,—1). I denna punkt har vi f(0,—1) = —1.

Vi parametriserar i nsta steg den inre randkomponenten genom att sdtta

1 1
r=——=cosf och y=——=sinb.

V2 V2

Detta ger oss efter insdttning i f
1
FO) =5+ V2sin 6.

Funktionen F antar sitt minsta varde i 0 = —w/2 och sitt storsta virde i 0 = w/2, och vi har

F(-7/2) = % —V2 och F(n)2) = % +V2.



Observera att /2 < 2 5, vilket kan ses genom kvadrering, och detta medfér at 1/2 — V2> —1.

Vi parametriserar den andra randkomponenten:
x=1+2cosh, y=+2sinb.

Insdttning ger funktionen

G(0) =2 +2V2sind.
Denna funktion antar sitt storts virde i 0 = w/2 och sitt minsta virde i 0 = —7/2. Vi har
G(—m/2) =2-2vV2=2(1-V2) och G(n/2) =2+ V2.

Observera att 1 —+/2 > —1/2 sd att 2(1 — /2) > —1.

En jimforelse av dessa vdrden visar att funktionen f antar sitt minsta virde —1 i punkten (0, —1) och
sitt storsta virde 2+ /2 4 punkten (0, \@) (Man kan dven inse att —1 dr ett globalt minimum genom
att skriva f(z,y) =2+ (y+1)2-1.)

In(2? + y?)
// x? 4 y? iy W

D ={(z,y) € R*: 1 < a2? +y* < 3}.

. Berdkna dubbelintegralen

dar

Lo6sningsforslag:

Vi infor poldra koordinater genom
x=rcosf och y=rsind.

Detta transformerar dxdy till rdrdf. Nya integrationsintervall blir nu 1 < r < /3 samt —w < 6 < 7.

Vi har alltsa
In(z
// ZC2 d dy B \/r 1 / —T

Vi har har utnyttjat att mtegmnden kan ses som en radiell funktion. Partiell integration ger vid handen
att

3
lnr rdrdf = 477/ ln—rdr
1

r

/ln—rdr* (Inr)? + C.

Vi sdtter till slut in grdnser och far

V3 2
1 1 1
/1 2l = [(1117")2]{/5: <2ln3> —0=-1In?3.

r 8
In(2? + 3?) T o
—————+dzxdy = —In" 3.
// 2 +y? v

. Bestam den 16sning till differentialekvationen

Detta ger till slut

y' +4y =4 +sinx

som uppfyller y(0) = —1 och y'(0) = 1.

Losningsforslag: Vi bérjar med att bestrima samtliga lésningar till den homogena ekvationen

y"(z) + 4y(x) = 0.



Vi ansdtter y = €"*, sdtter in i differentialekvationen och erhdller den karaktdristiska ekvationen
r? +4 = 0. Denna har rent imagindra rétter, namligen ri = 2i samt r = —2i, vilket leder till losningarna
et?®  Efter omskrivning fas nu den homogena losningen

yn(x) = Cy cos(2z) + Cy sin(2z),

ddr C1,Cy dr konstanter.

Vi bestammer nu en partikuldrlosning. Lat oss ansdtta A + Bsinx. Insdttning ger oss villkoret
4A +3Bsinxz = 4 +sinz,

och vi vdljer darfor A =1 och B = 1/3. Den allmdnna l6sningen till den givna differentialekvationen
ar sdledes pa formen

y(x) = yn(x) + yp(x) = C1 cos(2x) + Cosin(2z) + 1 + %sin x.
For att bestamma konstanterna C1, Co implementerar vi begynnelsevillkoren. Fran y(0) = —1 fds
C1+1=—1
varfor Cy = —2. Vi deriverar och far
y'(z) = —2C1 sin(2z) + 2Cy cos(2z) + % cos

och villkoret y'(0) = 1 ger sedan att

1
202+§:1

det vill siga Co = % Den sokta lésningen dr ddrmed

1 1
y(x) = —2cos(2z) + 3 sin(2z) + 1 + 3 sin z.

Skrivningsaterlamning dger rum fredag 23 augusti klockan 15:00 utanfér sal 15 i hus 5.
Darefter kan skrivningen h&mtas pa studentexpeditionen i rum 204.



