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Inga hjialpmedel tillatna. Varje uppgift dr vird 5 poing och 15 poing ger garanterat betyg E.
Motivera alla 16sningar noggrant.

1. Ber#ékna dubbelintegralen
// (€"y — y*)dzdy
D

D={(z,y) eR*: 0<2r<2,0<y< 2}

dar

Losningsforslag:

Vi berdknar dubbelintegralen med hjdilp av itererade enkelintegraler.
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Direfter anvdander vi partiell integration for att evaluera

Forst beraknar vi

2
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/ (22%e® — §x3)d$ = [2e"(2® — 2z + 2)]§ — [3954} —4e? — 22
0
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// (e®y — y?)dady = 4e* — —.
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2. Undersok extremvarden, konvexitetsegenskaper och asymptoter till funktionen

Sdledes fas

_Ja? =9
f($) - ((E— 1)2
Skissera &ven grafen for f.

Loésningsforslag: Vi noterar att definitionsmangden for f ar R\ {1}. Funktionen dar kontinerlig dar,
och deriverbar for alla x forutom 1,—3 och 3.

Polynomdivision ger oss att
fa) = 1+%—ﬁ om |x| >3
—(1+%—ﬁ) om |z| <3 och x # 1.

For att finna eventuella punkter ddir f'(x) =0 deriverar vi forst for |x| > 3
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och observera att x = 9 dr den enda stationdra punkten i mdangden (—oo, —3) U (3,+00). Vi noterar
ocksd att for x € (—oo, —3) U (9, +00) har vi f'(z) <0, och att for x € (3,9) galler f'(x) > 0.



For |x| < 3 och x # 1 far vi att
22 — 18
M) —
f(x)* (l‘—l)‘?’,

vilket betyder att det saknas stationdra punkter i den aktuella mdngden. Dessutom noterar vi att f'(x) >
0 omx € (=3,1) och f'(z) <0 om z € (1,3)

Vi drar slutsatsen att f dar strikt avtagande i (—oo, —3) U (1,3) U (9, +00) och att f dr strikt vizande
i (=3,1) U (3,9). Dessutom far vi att x = —3 och x = 3 dr lokala minimipunkter, och x = 9 ger ett
lokalt mazimum. Punkterna x = £3 dr globala minimipunkter eftersom f(x) > 0 for alla x € D.

Vi noterar att lim,_,1 f(x) = 400, ddé x = 1 dr en lodrat asymptot och att funktionen saknar global
mazimum. Vi ser ocksd fran (1) att
lim f(z) =1,
T—Fo0

da linjen y = 1 dr en vagrat asymptot for f.

Fér att underséka konvezitet hos f berdknar vi funktionens andraderivata. Vi har att

a4 8 z-13 .
PO ==y oy teony  frll=3
och 18 — g
' (x) = 4@ forx € (—3,3)\ {1}.

Vi ser nu att f"(13) = 0 och att f"(x) < 0 forx € (—o0, —3)U(3,13) medan f"’(x) > 0 for x > 13 eller
x € (=3,3)\{1}. Sdledes dar f konkav pd (—oo, —3)U(3,13) och konvez for x > 13 och x € (—3,3)\ {1}.

. Bestdm Taylorpolynomet av ordning tre kring punkten z = 1 till funktionen

f(z) =xe® + 1.

Losningsforslag:
Vi berdknar forst successiva derivator for den givna funktionen:
f(z) =ze® +€”
" (x) = xe® + 2€”.
" (x) = xe® + 3e”.

Evaluering i x =1 ger

F7(1) = 4e.

Insdttning i Taylors formel for Taylorpolynom av grad n3 ger

)
2

(m—n2+fg?%x—n%

ts((z) = f()+ (D)@ —1)+
ger

2
ts(z) =e+1+2e(x—1)+ ge(a: —1)% + ge(x —1)3.



4. Bestam storsta och minsta vardet till funktionen

flay)=a® —ay+y* -1
pa cirkelskivan

{(z,y) e R?: 2® +y* < 9}
och ange i vilka punkter dessa viarden antas.
Loésningsforslag:

Vi noterar forst att den givna funktionen f dr kontinuerligt deriverbar i hela R2%. Sdledes kommer
mazimum och minimum for f pa cirkelskivan att antas i punkter ddr gradienten till f dr noll eller i
randpunkter.

Vi berdknar forst

af B
%(w,y) =2r—y
samt 3f
(Ty(x, y) = —x+2y.

Derivatan med avseende pd x dr noll om 2x = y medan derivatan med avseende pd y dr noll om
x = —2y. Dessa villkor dr uppfyllda precis nir x =y = 0. Vi har f(0,0) = —1.

Randen till cirkelskivan kan parametriseras som x = 3cost och y = 3sint. Vi har

f(z(t),y(t)) =8 — 9sin(t) cos(t).
Med hjilp av en trigonometrisk identitet far vi
9 .
flz(t),y(t) =8— B sin(2t)
Vi ser nu att f storsta vdrde pd randen dr 25/2, vilket antas ndrt = 3w /4 eller t = Tr/4, det vill siga

i (F3/v/2,43/V/2). Minsta virdet pi randen dr 7/2, vilket dr stérre dn f:s virde i origo.
Sammanfattningsvis antar f sitt storsta virde 25/2 i (£3/v/2, F3/v/2) och sitt minsta virde f(0,0) =

—1.
jus .
6 (sinx .
+sinxzcosx | dx
0 Ccos T

3
/ 2
2 (z—2)%

ar generaliserade. Om négon eller nagra av integralerna &r dndliga, skall deras virden berédknas.

5. Undersok huruvida integralerna

och

Lo6sningsforslag:

Vi behandlar inledningsvis den forsta integralen. Dd cosx # 0 for 0 < & dr den forsta integranden

kontinuerlig pa hela intervallet. Den andra integranden dr kontinuerlig for alla reella x.
Vi observerar sedan att
—In(cos )

dr en primitiv funktion till sinx/cosx och eftersom 2sinxzcosz = (sin®z) dr %sinza: en primitiv
funktion till den andra integranden. Vi far sdledes

/6 1 /6 1 1
/ (smx +sinz cosz)dr = |—In(cosx) — §Sin2<$) =g tin2-5n3,
0

COS & 0 8 2




dér vi har utnyttjat att cos(m/6) = v/3/2 och sin(n/6) = 1/2.

For att analysera den andra integralen noterar vi inledningsvis att integranden 2/(x —2)
sad i varje omgivning av x = 2. Vi underséker darfér integralerna

3/2 Gr obegrin-

2 2 4 73 4
/ 73/2dx: —— =——4
2+-€ (SL’—2) \/.’IJ—2 2+4€ \/g

Eftersom limeﬂo(% — 4) ej existerar andligt, kan vi dra slutsatsen att inte heller

52 3 2
e Y e
ar konvergent.
6. a) Bestdm den 16sning till differentialekvationen
y — 2zy = 2ze”
som uppfyller y(0) = —2.
b) Bestdm den allménna 16sningen till differentialekvationen

y' =2y +2y=1.

Lo6sningsforslag:
For att losa den forsta differentialekvationen anvdinder vi meto%en med integrerande faktor. Vi multi-
plicerar bdgge leden i differentialekvationen med e~ J2zde — == o0oh erhdller

ey —2ze " y = 2z.

Med hjilp av produktregeln fas nu

vilket efter integration ger
2
e ylr) =2 +C
ddr C ar en konstant. Alltsa fas
2 2
y(r) = 2% + Ce” .
Vi har vidare y(0) = C, och vi far dé fran begynnelsevillkoret att C = —2. Ddrmed fis den sdkta
losningen
2
y(@) = (a? — 2)e”.
Vi loser nu den andra differentialekvationen. Forst underoker vi den homogena ekvationen y" — 2y’ +
2y = 0. Denna har den karaktdristiska ekvationen

r?—2r4+2=0.

Med hjilp av kvadratkomplettering far vi rétterna 11 =1 — i och ro = 1+ 1. Dessa ger upphov till den
allmdnna losningen
yn(x) = Cresin(z) + Cae” cos(z).

Vi har vidare partikuldriosningen y,(x) = %, vilket kan inses genom ansdttning avy = A och insdttning
1 differentialekvationen. Vi far sdledes

1
y(x) = yn(x) + yp(r) = C1e”sinx + Cre” cosz + 7

Skrivningsaterlamning dger rum torsdagen 30 januari 2020 klockan 15:00 utanfor sal 15 i hus 5.
Daérefter kan skrivningen h&mtas pa studentexpeditionen i rum 204.



