MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i

STOCKHOLMS UNIVERSITET Matematik I Analys
Avd. Matematik Problemlésning, 7.5 hp
Examinator: A. Sola 9 januari 2019

Inga hjilpmedel tillatna. Varje uppgift &r vird 5 poing och 15 poing ger garanterat betyg E.
Motivera alla 16sningar noggrant.

1. Beridkna gransviardena
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lim
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Lo6sning: Vi drar oss till minnes standardgransvdrdet

) 1 n
lim (1 + ) =e.
n—oo n

Genom att skriva

erhaller vi fran detta att
1\" 1
lim (1 - > -1
n— oo n (&

Fér att berdkna det andra gransvdrdet anvinder vi standardutvecklingen

3
sine =x — 5 + O(2°)

vilket ger oss
sin(z®) = 2® + O(z).

Vi har nu

i sin(2?) — 2 — 2* — lim 234+ 0(2%) — 23 — 2t — im —zt + O(2?)

=—1.
z—0 x4 T—00 :134 z—0 x4

2. Undersok extremvirden, konvexitetsegenskaper och asymptoter till funktionen
F(@) = [ele' 1 — 1.

Skissera &ven grafen till f.
Losning:

Vi observerar att den givna funktionen f dr symmetrisk med avseende pa y-azeln. Vi studerar ddrfor
f for x > 0. Notera att f dr kontinuerlig pa R men ej deriverbar i origo.

Nir x dr positivt har vi
flz) =xze' ™" — 1.



Vi soker forst punkter ddir f'(x) = 0. Vi har
f/(.’E) _ elfm _ :L'eliw _ (1 _ x)elfa:’

och dé exponentialfunktionen dr icke-negativ pd R ar f'(x) = 0 precis ndr faktorn 1 — x dar noll, det
vill sdga, i © = 1. Vi ser vidare att f'(x) > 0 ndr x < 1 och att f'(x) < 0 ndr x > 0. Sdledes har f
lokalt mazimum i punkten © = 1, och vi har f(1) = 0. Symmetri ger vid handen att f dven har lokalt
mazimum i x = —1.

For att underséka konverzitetsegenskaper hos f berdknar vi andraderivatan
@)= —-e""—(1—2)e " =(x—-2)"" x>0

Vi har f"(x) > 0 for x > 2 och f"(z) < 0 ndr x < 2. Alltsd ar f konvex for x > 2 och konkav ndr
0 <z < 2. Symmetri ger vidare att f dr konkav for —2 < x < 0 och konvex for x < —2.

Frén standardgrinsvirdet limy_ oo xze™® = 0 far vi limg_oo ze! ™% — 1 = limy_,oo eze™ — 1 = —1. Pd

grund av symmetri har vi dven lim, ,_ f(x) = —1. Séledes dr y(x) = —1 en vdigrdt asymptot till
f ().

Sammanfattningsvis antar f ett storsta virde, ndmligen 0, i de lokala maximipunkterna x = £1, samt
sitt minsta vdrde —1 i punkten x = 0, ddr f ej dr deriverbar. Funktionen dr konvex for x < —2 och
for x > 2 och konkav pd intervallen —2 < x < 0 och 0 < x < 2. Slutligen har f en vdgrdit asymptot
y=—1.

. Bestdm ldngden av kurvsegmentet

Losning:

. Bestam storsta och minsta vardet till funktionen

f(a,y) =2 —y+1In(1+[y)

pa kvadraten

L&sning:

. Berdkna dubbelintegralen
// z?sin(z? + y?)dxdax
D

D={(z,y) €eR*:y >0 och 0<az?+y*<4}.

dar

Losning:

Dad bade en faktor i integranden och integrationsomrdde uppvisar cirkuldr symmetri genomfor vi ett
variablebyte och anvdinder poldira koordinater:

{ r =1rcosf

y=rsind

Integration genomférs i poldra koordinater éver 0 < r < 2 och 0 < 6 < m, och med skalfaktorn r.

Vi har alltsd )
// w2 sin(2? 4 y?)dedy = / / 2 cos? O sinr? rdrdf.
D 0o Jo



Vi observerar att integralen till hoger kan delas upp som produkten av tvd envariabelintegraler:

( /0 i 73 sin? rdr) . ( /O i sin2(9)d9) .

Vi drar oss till minnes identiteten cos? 0 = § + 3 cos(26) och fér att

"o [ (Ll [0 e -
/Osm 9d9—/0 <2+2COS(29) df = 2—1—4005(29) o

I den andra integralen genomfor vi variabelbytet t = r2. Vi far dt = 2rdr och grinserna 0 < t < 4.
Sdledes fas

vl S

2 2 1 4
/ 3 sin(r?)dr = / r? sin(r?) rdr = = / tsintdt.
0 0 2 Jo

Slutligen ger partiell integration att
4 4
/ tsintdt = [~tcost]y + / costdt = —4 cos4 + sin4.
0 0

Vi multiplicerar till slut ihop de tva envariabelintegralerna och far
// 2% sin(z? + y?)dadr = %(sinél —4cos4).
D

. Bestam den 16sning till differentialekvationen
y//+2y/+2y:x

som uppfyller y(0) = 1 och y'(0) = —1.

Losning: Vi betraktar forst den homogena ekvationen
vy +2y +2y=0.
Vi ansdtter y(x) = €™ och far efter derivering och insdttning den karaktdristiska ekvationen
r?+2r+2=0.

Vi kvadratkompletterar
rP42r+2=(r+1)?-1+2=(r+1)?+1

och drar slutsatsen att den aktuella andragradsekvationen har tvd komplerkonjugerade rotter, namligen
r1m=—1+17 och ro=-1—1.
Detta ger oss en allmdn lésning till den homogena ekvationen,

yn(x) = Cre " cosa + Cae “sinx.

Vi bestimmer i ndsta steg en partikuldrlésning. Forst ansdtter vi
yp(x) = Az + B.

Vi deriverar en och tvd gdanger,
yp(x) =4, y"(z)=0.

Insdttning i differentialekvationens vinsterled ger

Yy + 2y, + 2y, = 2A + 2(Az + B) = 2Az + 2(A + B).



Jamforelse med hogerledet x ger oss genast A = 1/2 och dd det givna hdgerledet saknar konstantterm
maste A+ B =0, vilket ger B = —1/2.

Den allmanna losningen till den givna differentialekvationen dr sdledes
= . 1
y(x) = yn(x) + yp(z) = Cre" cosx + Cae 51nx+§(a:— 1).

Begynnelseuvillkoret y(0) = 1 ger oss efter insdttning @ vinsterledet att

1

Cl - 5 = 17
vilket medfor att C; = % Vi deriverar y och far
! 3 —x 3 —T —T —x 1
y(ac)z—ﬁe cosz — Se sinz — Cye™“sinz + Cae cosac—i—a
Vi implementerar nu det andra begynnelsevilkoret, y'(0) = —1, vilket ger kravet
3 1
— + 0o+ - =-1,
5 + C2 + 2

och saledes fas Co = 0.

Vi har nu bestimt lésningen till det givna beynnelsevirdesproblemet:

1
y(z) = 5(36_“c cosx +x —1).

Skrivningsaterlamning &ger rum torsdag 17 januari klockan 15:00 utanfor sal 15 i hus 5.
Dérefter kan skrivningen hdmtas pa studentexpeditionen i rum 204.



