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1. (a) Vi borjar med Euklides algoritm:

7T1=4-14+11

15=1-11+4

11=3-443
4=1-3+1
3=3-1,

s& SGD(71,15) = 1 och vi kan 16sa hjdlpekvationen 71x + 15y = 1 genom att kora
Euklides algoritm baklinges: 1 =4—-1-3=4-1-(11-3-4) =3-4—-1-11 =
3-(15—-1-11)—-1-11=3-15—-4-11=3-15-4-(71—-4-15)=19-15—4-T71.
Vi far att (x,y) = (19, —4) ar en partikulirlosning till hjalpekvationen. Multipliceras
denna med 7 fas en partikulérlésning till var ekvation, sa den allménna lésningen ges
ddrmed av

=133 -T1
{“" 33 = Tlk for k € Z.

y = —28 4+ 15k
(b) Losningarna x till kongruensen &r precis de som vi bestdmt i (a), och vi far minsta
mojliga positiva x for k£ = 1 vilket ger x = 62.
(c) Att losa kongruensen motsvarar att losa den diofantiska ekvationen 15z + 7ly = a,

vilken &r l6sbar om och endast om SGD(15,71) =1 | a, dvs for alla heltal a.
2. (a) Primtalsfaktoriseringen av 39 &r 3 - 13, s récker det att visa att talet dr delbart med
3 och 13. Talet &r delbart med 3 eftersom
20210 —1=(-1)° —1=0 (mod 3).
Nu dr 2021 = 6 (mod 13), och enligt Fermats lilla sats fir vi 612 =1 (mod 13), s&
2021%° —1=6"2° -1=(6")°-1=1"-1=0 (mod 13),

vilket ddrmed visar pastaendet.
(b) Efter kvadratkomplettering far vi den normaliserade ekvationen
—2)2 —1)2
(-2 -1
12 22
Fran detta ser vi att medelpunkten &r (2,1), halvaxeln i z-led ar 1, och halvaxeln i
y-led dr 2. Vidare, om storaxeln dr a (= 2), lillaxeln dr b (= 1), och avstandet fran

medelpunkten till brannpunkterna ar ¢ giller a® = b? + ¢2. Vi far dérmed att ¢ = /3,
s& brannpunkterna #r (2,14 /3). Nu kan vi skissa grafen:

=1

3<,

14

3. Om z = ™ dr ett rationellt nollstdlle med SGD(m,n) = 1 géller m | 1 och n | 8, s& vi
far kandidaterna z = +1, :I:%7 :I:%, :I:%. Provning ger att z = —% fungerar, sa z + % ar en

faktor. Polynomdivision ger
1N/, 1
p(z) = (z+2> (z +4> .



Vi vill darfor 16sa 24 + i =0 & 2z* = —1. Ansitter vi 16sningen pa polir form z = ref

fas riedf’ = ie”. Vi behéver alltsd r* = 7 och 40 = 7 + 27n for n € Z. Vilket ger r = %

och 0 = 7 + Zn. Sitter viin n = 1,2, 3,4 fas 16sningarna 2z = £14i g3 de 5 16sningarna ar

2
alltsa 21 = —%, 29345 = # Parar vi ihop konjugerade nollstéllen far vi

p(z) =8 <z+;) ((z— 1?) (Z_ 1;)) ((z_ —12+i) (Z_ —12—¢>>

=(22+1)(222 — 22+ 1)(222 + 22 + 1).

(a) Arbetslaget kan véljas pa 3 sétt, och medlemmarna fran det arbetslaget pa (160) sétt,
sa det blir totalt 3(160) = 630 mojligheter.

(b) Pa (19)° = 91125 sitt.
(¢) Det finns 3 alternativ: Det kan vara 4 medlemmar fran ett arbetslag och 1 fran vardera

av de tva ovriga, vilket kan ske pa 3(140) (110) (110) sétt. Det kan vara 3 medlemmar fran

ett arbetslag, 2 fran ett annat, och 1 fran det tredje, vilket kan ske pa 3(130)2(120) (110)
séatt. Slutligen kan det vara tva fran vardera arbetslag, som i uppgift (b).
Totalt far vi 300('Y) +60(%%) (1) + (19)* = 478 125 siitt.

Anmérkning: Ett inklusion-exklusion-resonemang ger formeln (360) — 3(260) + 3(160).

. Loser vi ekvationssystemet med planets ekvationer far vi att Ly ges av (x,y, z) = (3,2,0) +
s(1,2,1), for s € R. Alltsa ar o) = (1,0, 1) en riktningsvektor f6r Ly och vp = (1,2,1) en
riktningsvektor for Lo. Dessa dr inte parallella, s& linjerna ar skarande eller skeva.

Vi séker nu punkter P = (2+1¢,2,3+¢) € L1 och Q = (3+5,2+2s,s) € Ly som minimerar
avstandet. Detta intraffar da P(Q) &r ortogonal mot linjernas riktningsvektorer. Eftersom
Z@z (1+s—1t,2s,5s —3—1t) far vi

{0:@-5’1:—2—&—23—%

0=PO & = —2+ 65 — 2L

som ger att s = 0 och t = —1. Diarmed ar de tva nidrmaste punkterna P = (1,2,2) resp.
Q = (3,2,0). Eftersom linjerna ddrmed inte skédr varandra ar de alltsd skeva.

1 1
0 % ~
. Basbytesmatrisen Q@ = [1 0 0 |. En direkt utrikning ger att QTQ = E s& Q ar
1 -1
0 % 7

ortogonal. Vidare far vi att

0 1
1
0 1 -1

1 1

1 -1

1
det(Q) = ‘

—1>0.

N |

s& basen dr positivt orienterad. Avbildningsmatrisen i den nya basen ar

0 -1 0 cos(m/2) —sin(w/2) 0
A=Q'AQ=0QTAQ=|1 0 0| =|sin(r/2) cos(r/2) 0
0 0 1 0 0 1

Avbildningen ar darmed rotation 90° runt z’-axeln, dvs rotation 90° runt linjen genom
origo med riktningsvektor (1,0, —1).



