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15 poang ger garanterat betyg E. Motivera alla 16sningar noggrant. Obevisade deluppgifter
kan anvandas.

1.

(a) (2 podng) Lat V vara ett vektorrum och vy, ...,v, € V vektorer. Definiera nér de kallas
e linjér oberoende, och
e en ordnad bas av V.
(b) (3 poéng) Lat My 3(C) vara vektorrum av alla komplexa matriser av storlex 2 x 3 och lat
T : M3 3(C) — C? vara avbildningen
Ap +iAy
1
T(A) =
(4) (1DA|1
1
Bestdm N(T") och R(T") och hitta en bas till N(T').
Losning.
(a) Vektorerna vy, ...,v, kallas linjir oberoende om nollvektorn representeras bara av deras triviala
linjdr kombinationen. Med andra ord krévs att for alla skalér cq,...,c, ekvationen cyvy + --- +
cpvy = 0 implicera att ¢; = --- = ¢, = 0. Vektorerna vy, ..., v, kallas for en ordnat bas av V om

dem &r linjar oberoende och genererande fér V.

(b) For att jobba med avbildningen T forenklar vi forst dess definierande uttryck och hittar

An +iAx
1 A+ A
A) (11A|1 (All + A1 + A1z + Ao + Az + A23)
1

Vi ser nu direkt att

()=r(h 8 D () =r(% b penary

Da R(T) #r ett delrum av C? kan vi dra slutsatsen att R(T) = C2. Vi ska nu beriikna en bas for
N(T). Da

6 = dim C® = dim R(T") + dim N(T") = 2 + dim N(7")

enligt dimensionsformeln, &r det tillriiklig att finna fyra linjiar oberoende vektorer i N(T'). Foljande
element uppfyller denna krav.

1 -1 0 0 1 0 0 0 1 01 -1
t — 0/7\0 -1 0/°\0 0 —-1/7\0 0 O )"



(a) (1 podng) Lat A € M,,(C). Definiera nir A kallas normal.
(b) (3 podng) Lat

3 -1 -1
A=16 -4 -3
-4 4 3

Betrakta A som en reell matris och bestim om A &r diagonaliserbar. Om sa &dr fallet, bestdm en
bas for R? bestaende av egenvektorer av A for R3 samt deras egenviirden.

(¢) (1 poidng) Betrakta nu matrisen A fran sista delen som en komplex matris och bestdm om den
ar diagonaliserbar relativt till en ortonormalbas av C3.

L&sning.
(a) Matrisen A € M,,(C) kallas normal om A*A = AA* giller.
(b) Vi borjar med att berdkna karaktéristiska polynomet av A.

xA(t) = det(A — tls)

3—t -1 -1
= det 6 —-4—-t =3
—4 4 3—t

_ (3 t)det ( 4—t 3_—3t> — (—1)det (_64 3_—3t> + (—1) det (_64 —44— t>

4
=B-)(-4-t)B—-1t)+12)+ (6(3—1t) —12) — (24 + 4(—4 —t))
=B-t)(-4—-1)(3—-1t)+36—12t+18 — 6t — 12 — 24 + 16 + 4t
=@B-t)(—4—-t)(3—1t)— 14t + 34.

Vi behover inte forenkla polynomet vidare, utan observera att dess konstanta koefficienten &r
3(—4)3 4 34 = —2. Vi ska alltsd prova kandidatrotter 1, —1,2, —2.

For 1 far vi

xa(l) =2(-5)2—14+34=0.
For —1 far vi

xa(—=1) =4(-3)4+14+34=0.
For 1 far vi

xA(2) =1(—6)1 —28 +34 =0.

Samanfattningsvis dr 1, —1,2 roterna av x4 (t), da dess grad ar tre.
Man kan nu berdkna egenvektorer till egenvarde 1, —1,2 och hitta

1 0 1
ol. {11,112
2 -1 0

(c) A &r inte normal, alltsa #r den inte diagonaliserbar relativt till en ortonormalbas av C?



3.

(a) (1 podng) Definiera begreppet “ortogonalt komplement”.
(b) (4 podng) Lat
to=0,t1 =1, =2,t3=3
Yo=0,101=0,y2=1,y3=2.
Finn koefficienter ¢y, c; € R sadan att den linjara funktionen
ft) =co+ et
minimerar kvadratiska avstandet
(o) = yol* +[f(t) — yi* + [ f(t2) — ol + | f(t3) — ys]*.
Losning.
(a) Om S CV é&r en delméng av ett inre produktrum, si &r dess ortogonalt komplement
St ={veV|(s,v)=0forallascS}.
(b) Vi definera

ti 1 0 1 (7 0
e 1] |11 1| o
A=1Lg 1= 2 1] oM v=1|,|= |1
t 1 31 Y 2

D4 ska varje vektor ¢ = (c1,c0)* € R? som minimerar avstandet
[Ac—yl|
vara en 16sning till problemet. Saddana vektorer hittas genom att 16sa ekvationssystemet
A*Ac= A"y.
Vi berékna alla termer som finns i denna ekvation, och finnar

1
ca_ (01 23
ATd= (1 11 1)

1| (14 6
1|~ \6 4)°
1

w N~ o

samt
. (01 23
Ay = (1 11 1)

Vi tilldmper alltsa Gauss elimination pa

14 6 5
6 4 3

N = OO
I
TN
w oo
N7

2
A N N ? N\
= O =W \,‘gﬂm e Nl
\
~Jlw
N~

Samanfattningsvis &r

16sningen till problemet.



4.

(a) (1 podng) Definiera begreppet "ortogonal matris”.
(b) (1 podng) Definiera begreppet “ortonormal bas”.
(¢) (3 podng) Beridkna QR-uppdelningen av

1 0 2 1
1{1 1 6 -3
A=311 3 4 3 | MR
1 -3 0 3

Lo6sning

Matrisen A i denna uppgift hadde en skrivfel i elementet Ao, vilket gjorde berdkningar betydlig
svarare. P4 grund av detta fel rattades uppgift 4.c pa sadan sétt att forstaelse av metoden ger redan
2 av 3 podng. Dessutom sinktes granserna for att uppna alla betyg (A/B/C/D/E) med 2 poéng.

Korrekta matrisen for denna uppgiften var

1 1 2 1
111 1 6 -3
A‘§1—343
1 -3 0 3

(a) En matris A € M, (C) kallas for ortogonal om A'A = I,,. (Det ar ocksi accepterad att definera
begreppet bara for reella matriser).

(b) En familj vq,...,v, € V av vektorer i ett inre produktrum kallas fér ortonormal bas om f6ljande
villkor uppfylls.
® v1,...,VU, genererar V,
® vp,...,u, ar parvis ortogonal, och
o |lv;|| =1 for varje i € {1,...,n}.
(¢) Genom att tillimpa Gram-Schmidts metod pa samma sétt som i tentan fran 26:de oktober 2021
hitta man att

111 -1 1 -1 3 1
11 1 -1 1 0 2 1 -2

A=QRmed Q=51 4 3 g ob B=|g o 5
-1 11 0 0 0 -1



5.

(a)
(b)

(1 poéng) Definiera begreppet "kvadratisk form”.

(4 podng) Beriikna rang och signaturen av kvadratiska formen
K :PyR) >R
K(p) =p*(1).

Lo6sning

(a)
(b)

Om V ar ett F-vektorrum, sa kallas en avbilding K : V — T for kvadratisk form om det finns en
symmetrisk bilinjérform B : V x V — F sadan att K(v) = B(v,v) for allav € V.

Vi maste forst hitta symmetriska bilinjarformen som representerar K. Observer att

B(p,q) = (p-9)(1)

definierar en bilinjirform pa P4(R) som &r tydlig symmetrisk. Dessutom géller K(p) = p?(1) =
B(p,p) for all p € P4(R). Nu hittar vi en matris som representerar B. Darfor anvander vi standard
basen 1,t,t2,t3 t* av P4(R). Om vi kalla denna vektorer for vy, vs, . ..,vs, s uppfyller matrisen
A € M;5(R) som soks kravet att A;; = B(v;,v;) for all ¢,j € {1,...,5}. Vi hittar matrisen

111 11
11 1 11
A=|1 1 1 1 1
11 1 11
11 1 11

Rang av K &r rangen av A och signaturen av K #r differensen mellan antal positiva och antal
negativer egenvirde av A. D& colonrumet av A &r endimensionell &r dess rang 1. Dessutom vet
vi att det finns bara en icke-nol egenvirde, som ér 5 (med egenvektor (1,1,...,1)%). Alltsa &r
signaturen av K lika med 1.

(2 poéing) Lat T : V — W vara en bijektiv linjir avbilding. Bevisa att inversa avbildningen 7'—!
ar linjar.

(3 poéng) Lat A € My(F) vara en 2 x 2-matris med elementer i ett godtycklig kropp F. Bevisa
att A ar inverterbar om och endast om det A # 0.

Losning. Ser bok eller foreldsningsanteckningar.



