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Tillatna hjélpmedel: inga. Samtliga svar maste motiveras. 15 poéng ger sidkert minst betyget E.

1. (243 p.) Berékna foljande gransvarden eller visa att de inte existerar:

L9 9
lim (3:10— ZL‘2—|—1>, lim S L%

z—+00 z—0 x?

Losning: For det forsta gransvardet kan vi forlanga med konjugatkvantiteten och far

3x_m:9x2—(x2+1): 8z% — 1 _ 8r—1/x .
3r+vVat+1 3x+vVar+1 3+ /1+1/2?

Nér z gar mot +oo da ser man nu att ndmnaren gar mot 4 medan téaljaren gar mot 400,
so att vi far

lim (3:,; VT 1) — too.

T——+00

Det andra gransvardet kan man t.ex. bestdmma med hjalp av Taylorutvecklingen for sin,

3 2P

. _ 4 A B 7
sin(z) =z 5 + 190 + B(z)x

dar B ar en funktion som ar begransad nara z = 0. Darfor har vi

3 ~
sin?(z) = 2? — Qx% + B(z)a®.

Sjalva uttrycket kan alltsa skrivas som

sin®z —a?  2® — L 4+ B(x)a® — 2  —5 + B(x)2?
x? B x? B 1 ’
vilket ger
. sin?z —2? 1
lim ———— = — .
x—0 X 3

2. (5 p.) Finn alla 16sningar till de linjira ekvationssystemen
I1—3{E3+2£L‘4:2, $1—3[E3+2ZE4:17
3I2-I3-£L’4:—1, och 3I2—$3—$4:0,
201+ 319 — Tx3 + 304 =4 201+ 319 — Txs + 314 = 2.



Losning: Vi anvander Gausselimination pa bada system samtidigt. Detta ger

10 -3 2]2 1 10 -3 2]2 1
03 -1 —1|-1 0] ~[0 3 =1 —1]|-1 0
2 3 -7 3|4 2 03 -1 -1 0
10 -3 2 1
~10 3 -1 —1]-1 0
00 0 01 0

10 -3 2|2 1

~10 1 =1/3 —=1/3|-1/3 0

00 0 0 | 1 0

Den sista raden ger att det forsta systemet inte har nagon l6sning. Det andra systemet
har oéndligt manga l6sningar. Vi sétter s = x3 och t = x4 och far da

Ty = gs + §t’
r1 =14 3s — 2t.
Darfor ar den generella 16sningen till andra systemet given av
(x1, 22,23, 4) = (1435 — 2t,5/3+1/3,5,1)
for godtyckliga reella s, t.

. (2+2+1 p.) Lat f(z) = 2=,

(a) Finn alla lokala minimi- och maximipunkter till f.

(b) Bestam alla asymptoter till grafen av f samt gréansviarden vid en eventuell lodrét
asymptot.

(c) Skissa grafen av f.

Losning: (a) For denna uppgift kan vi behéva den forsta och andra derivatan av f. Med
kvotregeln far vi

20(z4+2)— (2*—1) 2*+4x+1

fla) =

@+2? (@ +t2p
och
() = e+4)(z+2)?2— (@2 +4x+1)2(x+2) 6
v = (v + 2)4 C(x42)¥

Mojliga lokala minimi- och maximipunkter ar de stationara punkterna, d.v.s. nollstallena
av f'. Vivill 16sa f'(z) = 0 och far 2? + 4z + 1 = 0, vilket kan 16sas med pg-formeln.
Resultatet blir de tva stationdira punkterna —2 4+ /3. Vi ser att f”(z) ar negativ for alla
x < —2 och positiv for alla x > —2. Eftersom —2 — V3<—2<-2+4++3 foljer det

f'(=2=V3) <0 och  f(=2+V3)>0.

Detta betyder att —2—+/3 &r en lokal maximipunkt och —2++/3 &r en lokal minimipunkt
for f.



(b) T x = —2 blir ndmnaren noll men inte tdljaren, darfor har funktionen en lodrét

asymptot dar. Dessutom ar f(x) i en omgivning negativ till vanster om = = —2 och
positiv till hoger, vilket innebar

Asymptoter vid +o00: Polynomdividerar man sa far man

2?2 —1 24 3
=x— .
T+ 2 T+ 2
Eftersom den sista kvoten gar mot noll nar x gar mot +oo sa har f asymptoten x — 2 for

bade z — +o0.

(c) Skissen ska tillverkas med hjélp av resultaten av (a) och (b).

. (5 p.) Bestam storsta och minsta virdet for funktionen f(z,y) = 2% — 2z + 2y* + 2 pa
det omrade i planet som beskrivs av olikheterna x > 0 samt 22 + 32 < 4.

Losning: Det specificerade omradet ar den hogre halvcirkelskivan med radie 2 och center
i origot. Vi letar forst efter stationara punkter i omradet. De partiella derivatorna ges av

of
Oz
och bada blir noll samtidigt endast om y = 0 och z = 1. Punkten (1, 0) befinner sig inom

halvcirkeln och ar darfor en kandidatpunkt for funktionens min eller max pa halvcirkel-
skivan.

(x7y):2x_27 g_;(x7y):4y7

Nast tittar vi pa randen som bestar av tva delar. Den horisontella delen ges av x = 0,
—2 <y <2 Darar
fle,y)=gly) =2y +2, -2<y<2

Denna parabel blir minimal i y = 0 och maximal i randpunkterna y = +2. Detta ger oss
tre till kandidatpunkter, ndmligen (0,0), (0, —2) samt (0, 2).

Sjalva halvcirkeln kan parametriseras som x = 2 cost, y = 2sint och funktionen f beskrivs
dar alltsa av

f(z,y) = h(t) = 4cos®t — 4cost + 8sin’t + 2, <t<

ol
e

Deriverar vi h sa far vi

B'(t) = —8costsint + 4sint + 16sint cost = 8sint(cost + 1/2).
Detta uttryck blir noll inom intervallet endast nér ¢ = 0 (observera att cost aldrig blir
negativ dér), vilket motsvarar (z,y) = (2,0) (halvcirkelns mittpunkt).

Funktionsvardena pa kandidatpunkterna &r

f(1,0) =
£(0,0) =

)— 10
£(0,—2) = 10,
£(2,0) =2.

Darfor ar funktionens storsta virde pa omradet lika med 10 och det minsta vardet lika
med 1.

10,



5. (341 p.) I en regelbunden sexhérning betecknas hérnen A, B,C, D, E,F (i ordning
moturs). Vektorerna e; = = AB och ey = AF utgor tillsammans en bas i planet, och
detsamma gller for vektorerna f; = AC och f, =

(a) Uttryck vektorerna fi, fo 1 basen e, es.
(b) Om vektorn u har koordinater (2, 3) i basen f, fa, vilka koordinater har da u i basen

61762?

Losning: (a) Ritar man sexhorningen och betecknar dess mittpunkt med M och ob-
serverar att FM = MC = AB pa grund av symmetri sa ar

fi=AF+ FM + MC = AF + 2AB = ey + 2e;.
Darfor har vi
fo=fi+CD+ DE =ey+ 2e1 + €3 — 1 = €1 + 2es.
(b) Att u har koordinater (2,3) i basen fi, fo betyder att
u = 2f1 + 3fy = 2e9 + 4dey + 3e; + 6ey = Teq + 8es.
Dérfor ar dess koordinater i basen ey, es lika med (7, 8).
6. (244 p.)

(a) Bestam den allménna losningen till differentialekvationen y' = zy?* + .

(b) Bestam den 16sning till differentialekvationen 2y” — 3y’ = €3* som uppfyller villkoren
y(0) = 0 samt y(1) = €*/9.

Losning: (a) Ekvationen kan skrivas som y' = (1 + y?), vilket ar ekvivalent med

/1+ 5 /mdx.

1
arctany = 5;1:2 + C, C eR.

1
y = tan (551;2 + C’)

differentialekvationens allmanna 16sning.

Integrerar man sa blir det

Darfor ar

(b) Denna differentialekvation av andra ordning ar linjar och dess karakteristiska ekvation
ar

202 — 3\ =0,

vilket 16ses av A = 0 och A = 3/2. Den motsvarande homogena differentialekvationen har
alltsa den allmanna 16sningen

yn(z) = A+ Be®/?, A, BeR.



Den inhomogena ekationen loser vi med ansatsen y,(x) = Ce3*. Stoppar vi in det i
differentialekvationen sa vill vi bestdmma C' sadant att

¥ =2y (x) — 2y, (x) = 9Ce™,

vilket ger C' = 1/9. Den allménna l6sningen till den homogena ekvationen ar darfor
3z/2 1 3z
y(r) = A+ Be +§e :
Villkoren y(0) = 0 och y(1) = €3/9 betyder da

1 1
0=A+B+g, 63/9:A+Be3/2+§e3.

Den enda losningen till detta ekvationssystem ar
3/2 1
P N S
9(e3/2 —1) 9(ed3/2 — 1)

Problemets entydiga I6sning &ar alltsa

e3/? 1 3 1
= — x/2 - 333.
@) = —gr—n Yo@r—n° T o°



