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Losningsskisser till tentamen i Algebra, Matematik I, den 10 januari 2022

1. (a)
(b)

2. (a)

[XUY|=|X|+|Y]—-|XNY]|sd 21 =|X|+16 — 7 vilket ger | X| = 12. Vidare ar
IX\Y|=|X|—-|XNnY|=12-7=5.

Antalet ord som kan bildas av de 9 bokstéverna &r enligt vilkédnd princip %Lu = 1260.
De "forbjudna” orden far vi av de 6 byggstenarna ABBA, B, C, C, C, C som kan ordnas
pa % = 30 satt. Vi far alltsa kvar 1260 — 30 = 1230 tillatna ord.

Det &r uppenbart att talet inte delas av 2 (eftersom det ar udda) eller av 3 (bara ena
termen dr delbar med 3). Modulo 5 far vi

20 4 3=4®4+3=(-1)*+3=2 (mod5)

sa talet ar inte heller delbart med 5. Modulo 7 far vi ddremot
2°0 +3=2%1072 1 3281622 1 3=1%443=7=0 (mod 7),

sa talet ar delbart med 7, vilket alltsa dr den minsta primtalsdelaren.

Kvadratkomplettering ger den ekvivalenta ekvationen

-1
12

(z+1)2

2 1.

Fran denna form ser vi enkelt 2 punkter (z,y) = (—1,1 4 1), och att asymptoterna

gesavy — 1= :I:’”T'H7 dvs y = 4"% respektive y = =5*. Vi skissar grafen:

[\

Enligt restsatsen ir resten p(—i) = (—4)° + 2(—4)* +4(—i)> — 8(—17)? — 16(—i) — 32
1 +2+4i+8+ 161 — 32 = —-22 4 19.

Polynomet p(z) har reella koefficienter s fven konjugatet z = —1 — /34 &r en rot, s&
polynomet delas av (z — (=1 ++/34))(z — (=1 —v/31)) = 2% + 22 + 4. Polynomdivision
ger p(z) = (2% + 22 +4)(23 — 8). Vi behéver nu 16sa ekvationen 23 — 8 = 0. Man ser
direkt att z = 2 dr en rot, och fir faktoriseringen 2% — 8 = (2 — 2)(2%2 + 2z +4). Vi far
alltsd att den sokta faktoriseringen &r p(z) = (2 — 2)(22 + 2z + 4)2, och nollstéllena
ar alltsa enkelroten z = 2 och de tva dubbelrétterna z = —1 + /3.

Vi fir att AB = (1, -1, 1), AC = (1,2,0) och AD = (0,3,1) si
AC = AB + AD

vilket visar att ABCD &r en parellellogram. Arean ges av |7i| dér

1 -1
F=ABxAD=|-1 2

-1 3

Dérmed &r arean /22 4+ (—1)2 4+ 32 = /14. Vi har att 7 dr planets normal, si dess
ekvationen ar 2(x —1) —1(y —3)+3(2—2) = 0 vilket dr ekvivalent med 2z —y+3z = 5.



(b) Vi soker forst skirningspunkten P mellan linjen och planet. Med (z,y, z) = (3+t,4—t,
5+ 3t) i planets ekvation far vi 2(3+1¢) — (4 —t) +3(5+ 3t) = 5, vilket ger att t = —1,
s vi far skdrningspunkten P = (2,5,2) = C. Linjen skér alltsd fyrhorningen, ndrmare
bestdmt i hérnet C.

(a) Vi far
o — 1 1 1 1 1/1 1 1 1
— ED+DA = ~CD—~8, = ~(AD—AC)—=¢, = = (=8, — & | —=6) = —=&—=¢
h + 3 561 = 3( )3 =3 30 %) 3f = —3a 3%
och 5 1
fo=fi+tél =51 — 56

sa (fi ﬁ) = (& @&)M,dirM =1 (:1 _21).Déirmedér (€1 &)= (ﬁ ﬁ) M1

Med (valfri) standardmetod far vi att M~! = <_11 :?) si & = —f1 + fo och
&2 = ~2fi ~ fo.

R . . 2
Om vektorn ¥ har koordinatmatrisen X = (

1) i basen (€1, €z) sa har ¥ koordinat-

matrisen Y = M~1X = <_14) i basen (f:i, fé)

(b) Vi har ETZl = fi, ﬁ = fz och R = ﬁ + e = —fi — ﬁ, sé 1 koordinatsystemet har
vi A= (1,0), B=(0,1) och C = (—1,-1).

(a) Fran linjens ekvation far vi att den har en riktningsvektor v = (1, —2,2). Speglingen
av en vektor @ = (x,y, z) i linjen ges av

1!

u-v_, T —2y+ 2z
U—U=2—F

S (1) = 2Projz(40) — 4 =2 BE 9

(17 -2, 2) - (CE,y7 Z)

1
= §(—7x—4y—|—4z,—4m—y—8z,4x—8y—z)

-7 —4 4
s& matrisen dr A = % -4 -1 -8
4 -8 -1
(b) Speglingen T ir sin egen invers, si 7! har ocksd matrisen A. Speglingen S uppfyller
1 0 0
S(e1) = é1, S(€2) = —é,, S(€3) = €3, s4 S har matrisen B = [0 —1 0], varfor
0 0 1
-7 —4 4

S oT~! har matrisen BA = % 4 1 8
4 -8 -1



