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Tillatna hjélpmedel: inga. Samtliga svar maste motiveras. 15 poéng ger sidkert minst betyget E.

1. (243 p.) Berikna foljande gransvarden eller visa att de inte existerar:

2
) x2+%x—1 . e’ —1
I s, M s
1T —§x+§ T— cosx

Losning: Polynomen i téljare och ndmnare har bada 1/2 som nollstélle, darfor kan de
faktoriseras, t.ex. genom polynomdivision. Vi far

?+3r-1 (z-— )(:U—|—2):x—|—2

1
2
?=3r+1 (r—3)(@x-1) z-1

for x # %, och darfor

hmx2+%x—1 . (e—3)(x+2) | x+2 i

st =3r+1 Sl @—-3)(@—-1) lz-—1

Det andra gransvardet kan beraknas med Taylorutveckling eller kan reduceras till stan-
dardgréansvarden pa foljande séatt:
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och griansvirden av taljaren och nimnaren kan beriknas separat. Med substitionen ¢t = z

har vi
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Dessutom
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Darfor far vi
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2. (5 p.) Bestam den rotationsvolym som uppstar da funktionsgrafen

y=eVit+z, —-1<zx<I1,



roteras runt z-axeln.

Losning: Funktionen f(z) = e®y/1 4+ x ar icke-negativ for —1 < z < 1. Rotationsvoly-
men ges darfor av

1 1 1 1
V= 7T/ fA(z)dr = / (14 z)dx = 7r/ e*dx + 7r/ re**du.
-1 -1 -1 -1

Den forsta integralen kan berdknas direkt,

1
/ erdr =
-1

Den andra kan bestdmmas med hjalp av partiell integration:
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Darfor blir resultatet

1
V=nr (Cosh2+§sinh2> )

. (24241 p.) Lat f(z) = (2 —x — 1)e™ ™.
(a) Finn alla lokala minimi- och maximipunkter till f.

(b) Understk funktionens beteende nér x — £o0.

(c) Skissa grafen av f.

Losning: (a) Funktionen dr definierad och deriverbar pa hela reella axeln. Som derivator
har vi

flx)=02r—1)e ™ — (2 -2 —1)e® = (—2* + 3x)e 7,
f(x) = (=22 +3)e ™ — (—2° + 3x)e ™ = (2° — 5z + 3)e "

De enda kandidater for min- och maxpunkter ar alltsa forstaderivatans nollstallen, dvs.
losningarna till

0=f(z)=—x(x—3)e ",
alltsa £ = 0 samt z = 3. Genom andraderivatan ser vi
f"(0) =3 >0, f"(3) = =3e73 <0.

Darfor har f ett lokalt minimum i z = 0 och ett lokalt maximum i x = 3.

2

(b) For x — —oo har vi * —x — 1 — +o00 samt e~* — 400 och dérfor

lim f(x) = 4o0.

T—r—00



Nar x — +o0 sa ar for alla tillrackligt stora x

2 -1 2
0<f(x):i<x——>0

er er

(standardgransvérde / exponentialfunktionen véxer snabbare &n varje polynom), alltsa

lim f(z)=

z—+o0
(c) Skissen ska tillverkas med hjilp av resultaten av (a) och (b).
. (5 p.) Bestdm minimum och maximum av funktionen
f(z,y) = 32 — 42° + 122y
pa det omrade i planet som begrénsas av linjerna x =0, y =0 och y =1 — .

Losning: Vi hittar stationara punkter genom att hitta gemensamma nollstallen av

0 0

a—i(w,y) =3—122° + 12y och a—;j(;ﬂ, y) = 12z.
Ekvationen 12z = 0 ger direkt = 0. Vi stoppar in det i 3 — 1222 + 12y = 0 och far
ekvationen 3 + 12y = 0, som har en enda l6sning, ndmligen y = —1/4. Var enda kritiska

punkt ar alltsa (0, —1/4), men den ligger inte i triangeln.

Randen bestar av tre delar. Den forsta sidan beskrivs genom y = 0 och 0 < x < 1. Dar
har funktionen formen g¢;(z) = f(z,0) = 3z — 42® och har derivatan ¢;(z) = 3 — 1222
Nollstallena till g7 &r da x = £1/2. Detta ger den mojlig max- eller minpunkt (1/2,0).
(Punkten med z-koordinaten —1/2 ligger inte inom omradet.)

Pa sidan med x =0, 0 <y < 1 ges [ av g2(y) = f(0,y) = 0, vilket betyder att det inte
finns eventuella extrempunkter i kantens inre.
Sidan som inte &ar parallell till nagon axel beskrivs genom 0 < z < 1 och y =1 — .
Funktionen f har dar formen

g3(z) = f(x,1 —x) = 3z — 42° + 122(1 — x) = —42® — 122* + 152.
Denna funktion ar inte monoton for 0 < z < 1. Darfor deriverar vi g3 for att hitta mojliga
minimi- och maximipunkter. Vi har

gs(z) = —122* — 242 + 15,

vilket (med pg-formeln) &r noll om z = —5/2 eller x = 1/2. En punkt med negativ -
koordinat kan aldrig ligga i vart omrade, alltsa far vi en till mojlig extrempunkt, namligen

(1/2,1/2).

Dessutom ér hornen (0,0), (1,0) och (0, 1) mojliga extrempunkter. Vi berédknar nu funk-
tionsvardena pa alla punkter som vi vick fram:

£(0,0) =
f(1/2,0) =
f(1/2,1/2) =
f(1,0) =
£(0,1)

Storsta av vardena ar 4 och minsta viardet ar —1. Darfor ar 4 maximum och —1 minimum
av f pa triangeln.



5. (243 p.) Ten ON-bas B = {ey, e, e3} lat u, v, w vara vektorer i rummet med koordinater
up = (—1,0,2),v5 = (£,1,—2) och wg = (3,3,6).

(a) For varje t berdkna volymen av den parallellepiped som wu, v, w spanner upp.
(b) For vilka virden pa t utgor vektorerna w, v, w en bas i rummet? I fallet ¢ = 4 bestdm
vektorn e;:s koordinater i denna bas.

Losning: (a) Volymen ges av absolutbeloppet av determinanten

-1 2
—2| =-64+0+6t—6—-6—0=06t—18=06(t — 3).

6

det

W = O

t
3
Dafor har vi

V =6t — 3]

som volym.

(b) u,v,w utgdr en bas i rummet om och endast om determinanten ovan ar olika noll,
alltsa om och endast om t # 3. For ¢t = 4 handlar det alltsa om en bas. I denna bas har
vi

U -1 0 2 el
v]=1|14 1 =2 €9
w 3 3 6 es

Vi far alltsa koordinaterna till ey, es, e3 genom att invertera matrisen. Med hjalp av
Gauss-Jordan-eliminering far man

-1

Detta ger
er=2u+v— gw,

i andra ord, e; har koordinater (2,1, —1/3) i denna bas.
6. (243 p.)
(a) Bestim alla reella tal A sidana att e** 16ser differentialekvationen y” — 5y’ + 6y = 0.
(b) Bestam den 16sning till differentialekvationen 3’ = e*(y+%?) som uppfyller y(1) = 1.

Lésning: (a) Stoppar man in y = ¢ i differentialekvationen och beriknar derivatorna
kommer man fram till den karakteristiska ekvationen A\ — 5\ +6 = 0. Den kan 16sas med
pg-formeln,



Alltsa dr e 16sning till differentialekvationen om och endast om A = 2 eller \ = 3.

(b) Denna DE &r separabel och darfor ekvivalent med

1 x
/y+y2dy:/e dz. (1)

For att kunna bestdmma en primitiv funktion partialbraksuppdelar vi integranden pa
vansterledet,

1 1 1
y+y? oy 14y’

vilket ger att (1) kan skrivas

Y]
1+ y|

log | =e"+C, CeR. (2)

Redan nu kan vi bestdmma konstanten C' ty y(1) = 1 ger
C =log(1/2) —e. (3)

Dessutom é&r (2) ekvivalent med

11+l

Om vi antar att y ar positiv (vilket i alla fall stammer lokalt kring x = 1 pa grund av
begynnelsevéardet), sa far vi

y(l _ ee”—‘rC’) — eem—l—C

)

vilket tillsammans med (3) leder till

1 _eT—e
_2¢
1-— %eez—e’

y(z) =

och man kan dubbelkolla att denna funktion verkligen loser begynnelsevardeproblemet.

Tentamensaterlamning annonseras pa kurshemsidan.

Lycka till!



