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1.a) Vi använder MacLaurin-utveckling:

sinx = x− 1

6
x3 +O(x5),

arctanx = x− 1

3
x3 +O(x5),

vilket ger arctan 2x− sin 2x =

(2x− 8

3
x3+O(x5))−(2x− 8

6
x3+O(x5)) =

−8

6
x3 +O(x5)

och arctan 3x− sin 3x =

(3x−27

3
x3+O(x5))−(3x−27

6
x3+O(x5)) =

−27

6
x3 +O(x5).

Insättning i gränsvärdet ger nu

lim
x→0

arctan 2x− sin 2x

arctan 3x− sin 3x
=

lim
x→0

− 8
6
x3 +O(x5)

− 27
6
x3 +O(x5)

=

lim
x→0

− 8
6

+O(x2)

− 27
6

+O(x2)
=

8
6
27
6

=
8

27
.

b) Eftersom n2 + n ≥ n2 − n s̊a följer det
att

1 ≤ ln(n2 + n)

ln(n2 − n)
.

Å andra sidan är 2n2 ≥ n2+n och n2−n ≥
1
2
n2 för n ≥ 2, vilket betyder att

ln(n2 + n)

ln(n2 − n)
≤ ln(2n2)

ln( 1
2
n2)

=
ln(n2) + ln 2

ln(n2)− ln 2

=
1 + ln 2

ln(n2)

1− ln 2
ln(n2)

→ 1 + 0

1− 0
= 1,

eftersom ln 2
ln(n2)

→ 0 d̊a n → ∞. Enligt

instängningslagen följer nu att det givna
gränsvärdet är 1.

2. Funktionen är definierad, kontinuerlig
och dessutom godtyckligt m̊anga g̊anger
deriverbar p̊a Df = R\{0}. Vi observerar
först att funktionen är udda, och sedan att

lim
x→±∞

f(x) = ±π och lim
x→0±

f(x) = ±∞,

vilket speciellt ger de tre asymptoterna
y = π, y = −π och x = 0 (tv̊asidig). För
derivatan f̊ar vi

f ′(x) = D

(
1

x
+ 2 arctanx

)
=

− 1

x2
+

2

1 + x2
=

1− x2

(1 + x2)x2
,

med de uppenbara nollställena x = ±1.
Vi f̊ar nu följande tabell:

x −∞ −1 0 1 ∞
f ′ + 0 − o − +

f −π ↗ −π
2
− 1 ↘ o ↘ 1 + π

2
↗ π

Vi noterar att −1 är en lokal maxpunkt
med maxvärde −π

2
− 1, och att 1 är en

lokal minpunkt med minvärde 1 + π
2

. Det
följer ocks̊a att

Vf =]−∞,−π
2
− 1] ∪ [

π

2
+ 1,∞[.

För andraderivatan f̊ar vi f ′′(x) =

D

(
1− x2

(1 + x2)x2

)
= −

2
(
x4 − 2x2 − 1

)
x3 (x2 + 1)2

.

För att hitta nollställena sätter vi w = x2

och f̊ar ekvationen w2 − 2w − 1 = 0, med
rötterna w = 1±

√
2. Eftersom w = x2 ≥

0 förkastas den negativa roten och vi f̊ar
kvar w = 1+

√
2, vilket ger de tv̊a rötterna

x = ±
√

1 +
√

2 och följande tabell:

x −
√

1 +
√

2 0
√

1 +
√

2

f ′′ + 0 − o + 0 −
f ^ _ o ^ _

f(x) är konvex p̊a ]−∞,−
√

1 +
√

2] och

p̊a ]0,
√

1 +
√

2], konkav p̊a [−
√

1 +
√

2, 0[

och p̊a [
√

1 +
√

2,∞[. x = ±
√

1 +
√

2 ger
inflexionspunkter.

3. Kurvorna skär i (0, 0) och (1, 1). Ro-
tationsvolymen d̊a omr̊adet roterar runt



x-axeln f̊as genom att först beräkna voly-
men som uppst̊ar d̊a kurvan y = x1/3,
0 ≤ x ≤ 1, roterar och sedan subtra-
herar volymen som uppst̊ar d̊a y = x2,
0 ≤ x ≤ 1, roterar:

Vx = π

∫ 1

0

(
x1/3

)2
dx− π

∫ 1

0

(
x2
)2
dx =

π

[
3

5
x5/3 − 1

5
x5
]1
0

= π

(
3

5
− 1

5

)
=

2π

5
.

Rotationsvolymen runt y-axeln kan beräk-
nas p̊a samma sätt om vi i stället löser
ut x som funktion av y, allts̊a x = y1/2,
0 ≤ y ≤ 1 och x = y3, 0 ≤ y ≤ 1:

Vy = π

∫ 1

0

(
y1/2

)2
dy − π

∫ 1

0

(
y3
)2
dx =

π

[
1

2
y2 − 1

7
y7
]1
0

= π

(
1

2
− 1

7

)
=

5π

14
.

4. Funktionen är partiellt deriverbar i hela
omr̊adet. Vi beräknar först de partiella
derivatorna:{

0 = ∂f
∂x

= −4x
(x2+y2)2

+ y,

0 = ∂f
∂y

= −4y
(x2+y2)2

+ x.

yf ′x− xf ′y = 0⇒ y2− x2 = 0 dvs x = ±y.
Insättning av x = y i f ′x = 0 ger ekvatio-
nen 0 = −x−3 + x med rötterna x = ±1
och därefter de kritiska punkterna (1, 1)
och (−1.−1) med det gemensamma funk-
tionsvärdet 2. Insättning av x = −y ger
0 = −x−3 − x som inte ger n̊agon lösning
i omr̊adet.

P̊a den inre randen antar f samma
värden som h1(t) = f(cos t, sin t) = 2 +
cos t sin t = 2+ 1

2
sin 2t som uppenbarligen

varierar mellan 3
2

och 5
2

eftersom −1 ≤
sin 2t ≤ 1. P̊a samma sätt antar f p̊a den
yttre randen samma värden som h2(t) =
f(2 cos t, 2 sin t) = 1

2
+ (2 cos t)(2 sin t) =

1
2

+2 sin 2t som varierar mellan − 3
2

och 5
2
.

Jämförelse av talen 2, 2± 1
2

och 1
2
± 2

ger Max= 5
2

och Min=− 3
2
.

5. Integralen beräknas som en itererad
enkelintegral:∫∫

D

x2y2 dxdy =

∫ 1

0

(
x2
∫ 2x

x

y2 dy

)
dx =

∫ 1

0

x2
[

1

3
y3
]2x
x

dx =
1

3

∫ 1

0

x2
(
8x3 − x3

)
dx =

1

3

∫ 1

0

7x5 dx =
7

3

[
1

6
x6
]1
0

=
7

18
.

6.a) Ekvationen är separabel:

y′ + y2 = xy2 ⇔ dy

y2
= (x− 1)dx,

vilket ger ∫
dy

y2
=

∫
(x− 1)dx

⇔ −1

y
=

1

2
x2 − x+ C

Bivillkoret y(0) = 1 ger nu att

−1

1
=

1

2
02 + 0 + C,

dvs C = −1, vilket insatt i lösningen ger

−1

y
=

1

2
x2 − x− 1.

Om vi löser ut y f̊ar vi

y =
1

1 + x− 1
2
x2

=
2

2 + 2x− x2 .

b) Den karakteristiska ekvationen är

r2 − 4 + 4 = 0

med dubbelroten r = 2. Den homogena
ekvationen har därför lösningen

yh = (Cx+D)e2x.

Högerledet är e2x och vi noterar att detta
är ett (dubbelt) resonansfall. En partikulärlösning
kan sökas antingen direkt med ansatsen
yp = Ax2e2x eller via variabelbytet y =
ze2x, vilket ger y′ = (z′+2z)e2x och y′′ =
(z′′+ 4z′+ 4z)e2x. Insatt i ekvationen f̊ar
vi

y′′ − 4y′ + 4y = e2x ⇔ z′′ = 1,

vilket ger z = 1
2
x2(+Cxe2x +De2x).

Vi f̊ar allts̊a sammantaget den allmänna
lösningen

y = yh + yp = (Cx+D)e2x +
1

2
x2e2x.

Vi kan notera att man med variabelsubsti-
tutionsmetoden faktiskt kan f̊a fram hela
lösningen, inklusive den homogena delen,
utan n̊agot extra arbete.
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