Losningar till tentamen

Matematisk Analys, problemlésning
211217.

1.a) Vi anvinder MacLaurin-utveckling:

sinx =x — éxg + 0(z"),

arctanz =z — %f +0(z"),

vilket ger arctan 2x — sin 2z =

(236—§x3+0(955))—(2?5—%963—!—0(905)) -

—%xg +0(z")

och arctan 3z — sin3x =

(30— 22" +0(a"))~ (3e- 21 4*+0(z")) =
—%7@3 + O(z).

Inséttning i gransvérdet ger nu

arctan 2x — sin 2z

im — = =
z—0 arctan 3x — sin 3x

—22° + O(2°) _
z—0 _%71;3 +O($5) =
im —%+O(w2) :izé.
z—0 —% + O(ng) %7 27
b) Eftersom n? +n > n? —n sa foljer det
att
In(n? 4+ n)
In(n2 —n)’
A andra sidan ar 2n? > n?+n ochn®’—n >
%nQ for n > 2, vilket betyder att

1<

In(n? +n) < In(2n®)  In(n?)+1In2
In(n? —n) = In(3n?) " In(n2?) —In2
In 2
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1- In(n?) 1 0
eftersom ml(nT%) — 0 da n — oo. Enligt

instdngningslagen féljer nu att det givna
gransvardet ar 1.

2. Funktionen ar definierad, kontinuerlig
och dessutom godtyckligt manga ganger
deriverbar pa Dy = R\ {0}. Vi observerar
forst att funktionen ar udda, och sedan att

lim f(x)

z—+oo = &7 och zlig)l:t f(l’) = iOO,

vilket speciellt ger de tre asymptoterna
y=m,y=—m och z =0 (tvasidig). For
derivatan far vi

f(x)=D (l + 2arctana7> =
T
1,2 1-a
z2 1422 (14 22)2?’
med de uppenbara nollstéllena xz = +1.

Vi far nu féljande tabell:
T|—00 -1 0 1

oo

f + 0 - - +

fl=r 7 I-INtINI+5 /7
Vi noterar att —1 &r en lokal maxpunkt
med maxvirde —5 — 1, och att 1 &r en
lokal minpunkt med minvarde 1+ 5. Det
foljer ocksa att

T s
=| — ———1 — +1,00][.
Vi ] 00, 2 ]U[2+ ) [

Fér andraderivatan far vi f”/(z) =

D( 1 — 22 )7 2 (z* —22° - 1)
(1+22)22) x3 (22 +1)*

For att hitta nollstéllena satter vi w = 22
och far ekvationen w? — 2w — 1 = 0, med
rotterna w = 1+ v/2. Eftersom w = 22 >
0 forkastas den negativa roten och vi far
kvar w = 14+/2, vilket ger de tva rétterna

xz = +v/1 4 /2 och foljande tabell:

z| —V1+v2 0 V14++2

1l + 0 -
f\_/

—~ 1

+ 0 -

—~

f(z) dr konvex pa | — co, —v/1 4+ v/2] och
pa]0, V1 + V2], konkav pa [—v/1 + +/2,0[
ochpé[\/l—&—\/ioo[‘x::t 14+ v/2ger

inflexionspunkter.

3. Kurvorna skér i (0,0) och (1,1). Ro-
tationsvolymen da omradet roterar runt



z-axeln fas genom att forst berdkna voly-

men som uppstar da kurvan y = z'/3,
0 < z < 1, roterar och sedan subtra-
herar volymen som uppstar da y = 22,

0 <z <1, roterar:

1 1
V;c:7r/ (a:l/g)zdx—ﬂ/ (wQ)de:
0 0

B3 L] _ (3 1\ _21
5 51, "\5 5) 57

Rotationsvolymen runt y-axeln kan berak-
nas pa samma sitt om vi i stéllet 16ser
ut = som funktion av y, alltsa =z = y'/2,
0<y<lochz=13*0<y<I:

1 1
Y= ”/ (v77) - “/ (v')" da =
0 0

SR UPSN U AN S R A
2 TV | T\ 7)) "

4. Funktionen ar partiellt deriverbar i hela
omradet. Vi berdknar forst de partiella
derivatorna:

— 9f _
i
0 :a—y:

yfe—zf, =0=y*—2>=0dvs z = +y.
Inséttning av z = y i f. = 0 ger ekvatio-
nen 0 = —z~% 4+ z med rétterna x = +1
och dérefter de kritiska punkterna (1,1)
och (—1.—1) med det gemensamma funk-
tionsvardet 2. Insdttning av x = —y ger
0 = —z 3 — z som inte ger nagon 15sning
i omradet.

Pa den inre randen antar f samma
varden som hi(t) = f(cost,sint) = 2 +
costsint = 2+ % sin 2¢ som uppenbarligen
varierar mellan % och g eftersom —1 <
sin2t < 1. Pa samma sétt antar f pa den
yttre randen samma vérden som ha(t) =
f(2cost,2sint) = 1 + (2cost)(2sint) =
% + 2 sin 2t som varierar mellan —% och g

Jémforelse av talen 2,2+ 1 och £ £2
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_5 T
ger Max=3 och Min=—3.
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(x2+y2)2 + 9,
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5. Integralen berdknas som en itererad
enkelintegral:

1 2z
// :c2y2dxdy=/ <m2/ dey) dx =
D 0 T
1 2z
2|1 3 1
il doe = =
[ 5] a3

1 [ 716" 7
S wfde=1 |28 =L,
3/0 v 3[6‘%}0 18

6.a) Ekvationen &ar separabel:

dy

vy =ay’ & 2 = @Dz,
vilket ger
dy /
— = [(z—1)dz
/ y? (=1
1 1
s -—-=2"—z+C
y 2
Bivillkoret y(0) = 1 ger nu att
1 1.,
—1 =50 +0+C,
dvs C' = —1, vilket insatt i l6sningen ger
1 1
_g = 5.772 —x—1.
Om vi 16ser ut y far vi
_ 1 _ 2
(A 122 2420 —a?

b) Den karakteristiska ekvationen &r
P —44+4=0

med dubbelroten r = 2. Den homogena
ekvationen har darfor 16sningen

n = (Cx + D)e*”

Hégerledet &r e** och vi noterar att detta

ar ett (dubbelt) resonansfall. En partikulérlésning

kan sokas antingen direkt med ansatsen
vy = Az eller via variabelbytet Yy
2e** | vilket ger y' = (2’ +22)e** och y”
(z” + 42’ 4 42)e®". Tnsatt i ekvationen far
vi

y”74y/+4y:€2z <:>ZII — 1’

vilket ger z = 1a°(+Cze** + De**).
Vi far alltsa sammantaget den allménna
16sningen

1
y=yn+yp=(Cx+D)e* + :c%“.
Vi kan notera att man med variabelsubsti-
tutionsmetoden faktiskt kan fa fram hela
I6sningen, inklusive den homogena delen,

utan nagot extra arbete.
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