MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i

STOCKHOLMS UNIVERSITET Matematisk Analys,
Avd. Matematik problemlosning 7,5 hp,
Examinator: Martin Tamm 220118

Inga hjilpmedel tillatna. Motivera samtliga I6sningar noga. 15 poang (inklusive bonus) ger sékert
godként.

1. Berékna foljande gransvéarden:
a)
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2. Betrakta funktionen f(z) =« + 2arctan —. Undersok definitions- och vérdeméngd, extrem-
x

punkter, konvexitetsegenskaper och asymptoter, samt skissera grafen.
3. For vilka varden pa det reella talet a har ekvationen
r+2sinx =a
precis tva reella l6sningar?

4. Lat f(x,y) vara en kontinuerlig funktion med kontinuerliga partiella derivator i hela R?. Antag
vidare att f(t,2t) = 3sint och f(2s,s) = 2s for alla s,t € R. Bestdm f:s tangentplan i origo.

// z?y? dxdy,
D

dir D #r omradet D = {(z,y) : 1 <2? +y* <4,z +y > 0}.

5. Berdkna dubbelintegralen

6. a) Bestam losningen till begynnelsevérdesproblemet

Y +2my=e,  y0)=1

b) Bestdm den allménna l6sningen till differentialekvationen

V' +2) + 2y =2+ —1.

Information om skrivningsaterlimning ges av studentexpeditionen.
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Losningar till tentamen

Matematisk Analys, problemlésning
220118.

1.a) Vi anvinder MacLaurin-utveckling:
_ .13 5y 3
arctanx = T-o +0(z°) (= z+0(z?)),

vilket ger
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eftersom bade
da n — oo.

SI‘;’: och Silrr’lzz gar mot noll
2. Funktionen ar definierad, kontinuerlig
och dessutom godtyckligt manga ganger
deriverbar pa Dy = R\ {0}. Vi observerar
forst att funktionen ar udda, och sedan att

lim f(z) = £oo och lirgli flx) = %m.

r—Foo

Det finns inga lodrata asymptoter, men

. flz) :

1 ——~ =1och 1 —x) =
vilket visar att linjen y = x &ar en tvasidig
asymptot. For derivatan far vi

f'(z) =D (a:—l—?arctan %) =

2 (-1) 21
1+ . = ,
1+ (1/z)?2 a2 x2+1
med de uppenbara nollstillena x = +1.
Vi far nu foljande tabell:
T |—00 -1 0 1 00

f + 0 - - +

fl—o0 /A =5 -1\ 0 N\ 1+5 M oo
Vi noterar att —1 &r en lokal maxpunkt
Z — 1, och att 1 ar en

med maxvarde —5 —
lokal minpunkt med minvéarde 1+ 7, men

att globala extrempunkter saknas. Det

foljer ocksa att

T ™
=] —00,—= —1]U[= + 1, 00].
Vy =] =00, =2 ~1]U(Z +1,00]

For andraderivatan far vi

" . 2 —1 B

2z(z® +1)—2* -2z 2z

(22 +1)2 - (x2 4+ 1)2
som saknar nollstéllen i definitionsméangden.
Vi far foljande tabell:

T | —00 0 00

f” - 1+

f ~ 1 —

f(z) &r tydligen konkav pa | — oo, 0 och

konvex pa ]0,c0[, men saknar inflexions-
punkter.

3. Vi gor forst en forenklad grafritning av

f(z) =z +2sinz. f'(z) =1+ 2cosz har

de tva foljderna av nollstéllen (n heltal)
2 2

Ni:xz = §7r+27rn, Ny :x = —§7r+27m

f"(z) = —2sinx och andraderivatkriteriet

ger att punkterna i N; ar maxpunkter och

punkterna i Ny &r minpunkter. Vi far
foljande graf:




Vi noterar forst att funktionen pa varje
intervall av typen [27m,27(m + 1)] (m
heltal) antar sitt minimum i vanstra dnd-
punkten och sitt maximum i den hdogra.
Detta foljer av att vardet i den lokala min-
punkten — 27+ 2m(m+1) ir 2rm+ 7 —
V3 som ar storre an vardet 27m i den
vénstra dndpunkten, och pa motsvarande
satt inses att vardet i den lokala max-
punkten %7‘(’ + 27wm ar mindre &n vardet
i den hogra dndpunkten [27(m + 1)]. Det
foljer nu ur figuren att ekvationen for varje
a har 1, 2 eller 3 losningar, och att det
finns tva losningar precis for dom vérden
pa a som svarar mot lokala extremvéarden.
For f6ljden N1 motsvarar detta tal pa for-
men a = §7r—|—27rn+\/§ och for N2 mot tal
pa formen a = —%77 +2mn — V3 (n € Z).

4. Vi observerar forst, genom att sdtta ¢
eller s lika med noll, att f(0,0) = 0. Vi
deriverar darefter vansterleden i samban-
den f(t,2t) = 3sint och f(2s,s) = 2s,
och far med hjalp av kedjeregeln

a
dt
da
ds

Om vi i stéllet deriverar hogerleden far

L(t,2t) -1+ af(zt 2t) - 2,

fe2t) =38L
‘3—(23 5)-24 3+ (23 s) - 1.

f(2s,9)

4 (3sint) = 3cost,
{ jf(2s s) = 2.

Vi satter hogerleden lika med vénsterleden
och samtidigt ¢ = s = 0, och erhaller da
ekvationssystemet

%( ) ) By =
25L(0,0)  +5L(0,00 =2,

l;ned 16sningen 2 5 £(0,0) =1 5 och 3—5(0, 0) =

5. Eftersom vi nu har bade funktionens
och derivatornas vérden i origo kan vi be-

stamma tangentplanet till

2L 00+ L0
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dvsz—lx—}—é
— 3t 3Y

5. I polédra koordinater ges omradet av
1<r<2,-2<60<3 Vifar

// x2y2 dxdy =
D
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(cos? Bsin® @ = % sin® 20 = (1 — cos 46))
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6.a) Ekvationen ar linjar. En integrerande
faktor ar I = 612, vilket ger

7:1:2

2 2
y 2y =e " ey +e” 22y =1,

dér vi nu kan skriva om vénsterledet som
en derivata:

D(exzy) =1 exzy =z+C.
Bivillkoret y(0) = 1 ger att €” -1 =0+ C,
dvs C' = 1. Vi far alltsa l6sningen

=(x+1)e "
b) Den karakteristiska ekvationen &r
rP+2r+2=0

med de komplexa rotterna r+ = —1 +
i. Den homogena ekvationen har darfor
16sningen

yn = Ae” " cosx + Be “sinzx.

En partikulérlésning kan s6kas med ansat-
sen y, = ax’® + bz + ¢, vilket ger y =
2ax + b och y” = 2a. Insatt i ekvationen
far vi

Y2y, +2y, = 2a-+2(2ax+b)+2(az” +ba+tc)

som alltsa ska sittas lika med hogerledet
2?+2—1. Om vi nu jaimfor koefficienterna
for de olika termerna far vi ekvationerna

2a =1, 4a+2b=1, 2a+2b+2c=—1,
med losningarna a = 1 b= % c= —%.
Detta ger partlkularlosmnge Yp = 32° —
1 1

Vi far alltsa sammantaget den allménna
16sningen y = yp + yp =

1 1 1
CSing 4+ —a° — —1 — ~.
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