MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i

STOCKHOLMS UNIVERSITET Matematisk Analys,
Avd. Matematik problemlosning 7,5 hp,
Examinator: Martin Tamm 220223

Inga hjalpmedel tillatna. Motivera samtliga l6sningar noga. 15 podng (inklusive bonus) ger sdkert
godkant.

1. Berékna foljande gransvarden:

a)
lim (\/n2 Y3n+5— n) .

n—0o0

arctan 2x — 2 arctan x

z—0 er® — 1

2. Undersok lokala och globala extremvérden, asymptoter och konvexitetsegenskaper hos kurvan
y = f(z) dar
f(x)=In|z + 2|+ 2In|z| + «.

Skissera grafen.

3. Betrakta alla rektanglar, med sidorna parallella med koordinat-axlarna, som far plats mellan

2 .. . . .
z-axeln och kurvan y = e™*". Avgor om det finns nagon sadan rektangel med maximal area,

samt bestdm i sa fall dess storlek.
4. Bestam storsta och minsta varde till funktionen
fla,y) = 22" —day +y

i omradet {(x,y) : z,y > 0och z+y < 1}.

//D(x +y) dxdy,

dar D &r triangeln med horn i punkterna (0,0), (1,2) och (2,1).

5. Berdkna dubbelintegralen

6. a) Bestam losningen till begynnelsevérdesproblemet

y’ cosx + ysinx = cos® x, y(r) = —1.

b) Bestam den allménna lésningen till differentialekvationen

y" — 2y — 15y = 6e~ 7.

Information om skrivningsaterlamning ges av studentexpeditionen.
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Losningar till tentamen

Matematisk Analys, problemlésning
220223.

1.a) Vi forlanger med konjugatuttrycket:
lim

(\/n2+3n+5—n) =
n—oo
(\/n2 +3n+5—nX\/n2+3n+5+n)

lim

varfor sneda asymptoter saknas. Deriva-
tion ger

1 2

2
z°+bxr+4
Z41=
:c+2+m+

f(x) = W7

dvs f/(2) =0=> 2> +52+4=0=1z =
—4Vx = —1. Vi far foljande teckentabell:
—4 -2 -1 0

n—oo

(\/n2+3n—|—5+n)
(n2+3n—|—5)—n2

= lim =

n=oo\/n2+3n+5+n
. 3n+5
lim =
n—=oopy/143/n+5/n?+n
. 3+5/n 3+0 3
lim = =2,
n—oo \/1+3/n+5/m2+1 1+1 2

b) Vi anvinder MacLaurin-utveckling:

1 -
arctanx = r — gxd + O(z%)

vilket ger arctan 2z — 2arctanx =

(22 — %m?’ +O(2)) —2(x — %x?’ +0(z)

= —22° + O(z°).
P4 liknande sitt ger e’ = 1+t + O(t%):
& —1=a%+ o(z%).
Tillsammans ger dett
—22% + O(z%)

arctan 2x — 2 arctanx

er® —1 z3 + O(x%)
-2+ 0(z?)
_ —2.
110

2. Funktionen &r kontinuerlig i alla punk-
ter utom x = 0 och x = —2, dér den har
lodrata asymptoter eftersom

lim f(z) = lim_f(z) = —oo.

Vi ser ocksa att

lim @ =1,
r—too I

men att

lim (f(zx) —z) =400

z—+oo

"+ 0 - v 4+ 0 - 1+

8

f 1/ bn2—-4N\, —c0 N -1 \( —o0 N

Bade —4 och —1 &r alltsa lokala max-
punkter (med maxvérden 51n2—4 ~ —0, 53
och —1).

Globala extrempunkter saknas efter-
som limg 400 f(z) = fo0.

Genom att derivera en gang till far vi

NIE TP S
T o (x42)?2 a2

f"(2)=D( <0,

T+2 =z
vilket ger att funktionen ar konkav pa alla
de tre intervallen | — oo, —2[, ] — 2,0[ och
10, o[ (men inte pa nagon storre méngd).

3. Om en sadan rektangel har ett horn pa
den positiva z-axeln i (z,0), s& kommer
ovriga horn att ligga i (—x,0), —:E,efﬁ)
och (z,e”®"), och dess area blir

2
Ax) =2ze™" .
For att bestimma maximum berdknar vi
derivatan:

Al(z) = 2¢ 4ale™™ = (274902)67#.

Denna har ett unikt nollstélle pa den pos-
%, och efter-
som derivatan ar positiv pa vénster sida
och negativ pa hoger sida ar detta en global
maxpunkt pa [0, co[. Vi far maxvéardet

TR

itiva delen av z-axeln i x =



4. Eftersom

0

R

o € Y,

of

A |

By T+ 1,
s& foljer det att V f(z,y) = 0 om och en-
dast om z = i,y = i, som ger punk-
ten (%, 7). Denna ligger i omradet och &r

darfér en mojlig extrempunkt. Vardet i
denna punkt &r %.

Randen till omradet bestar av tre seg-
ment som ligger pa linjerna z = 0,y =
0, x +y = 1. Lat oss behandla dessa seg-
ment separat.

Om z = 0 sa antar f samma vérden
som hi(t) = f(0,t) =t, 0 <t <1, och
maxhi; =1 och minhy = 0.

Om y = 0 sa antar f samma virden
som ha(t) = f(t,0) = 2t%, 0 <t < 1, och
max ho = 2 och min he = 0.

Om z+y = 1 sd antar f samma virden
som hs(t) = f(t,1 —t) = 6t> — 5t + 1,
0 <t < 1. Vifar derivatan h5(t) = 12¢—5
med det unika nollstéllet ¢ = 5/12 med
funktionsvéardet —1/24. Eftersom h3(0) =
1 och h3(1l) = 2 sa foljer att maxhs = 2
och min hg = —1/24.

Om vi nu jamfér max och min for hq,
ha, hg med vardet i den stationér funktio-
nen i det inre ser vi att maximum for f
maste vara 2 och minimum —1/24.

5. Eftersom triangeln D ar symmetrisk m
a p z och y, sa kan rékningarna forkortas
nagot genom att observera att

// xdxdy:// ydzxdy,
D D

vilket ger att

1 2z 2 3—x
2/ x/ dydm+2/ ;c/ dydx =
0 %z 1 %z

! 1 ? 1
2/ 1’(21’—71:)dx+2/ z(3—z—zz)dr =
0 2 1 2

/1 3z?dx + /2(696 — 32°)dz =
0 1
LRI

6.a) Ekvationen &r linjar och vi delar med
cos z for att fa fram standardformen:

2
y/ +ytanx = cos” x,

fran vilken vi ser att [.F. = ¢~ (cos®) —

Coi — &r en integrerande faktor. Efter mul-

tiplikation med denna kan ekvationen skri-
vas om:

y  ysinx

:cosm(:D( ):cosm.

cosx cos?x cos T

Integration ger:

)
cos T

=sinz+C < y = coszsinz+C cos z.

Bivillkoret y(7) = —1 ger att 0 — C' = —1
dvs C = 1. Vi far alltsa losningen y =
cosxsinx + cos .

b) Den karakteristiska ekvationen &r

r?—2r—15=0

med de reella rétterna 71 = —3 och 72 =
5. Den homogena ekvationen har darfor
16sningen

5z

yn = Cre >" + Che

En partikulérlésning kan s6kas med ansat-
sen yp = ae” 7, vilket ger y, = —ae™” och
yp = ae”". Insatt i ekvationen far vi

I= // (z +y) dedy = 2// zwdzdy.  y,—2y,+15y,=ae” “+2ae” *—15ae "=—12ae” ",
D D

For att berdkna den sista integralen delar
viupp D = Dy U D», dar

1
Dl{(l‘,y) : ix SZJS QI,OSI S 1}7

1
D2{(ff,y)§$§y§3—x,1gl'§2}7
Vi far

1:2// :rdmdy+2// x dxdy
Dy Do

som alltsa ska sdttas lika med hogerledet
e~ %. Om vi nu jamfor koefficienterna ser

vi att @ = —2%. Detta ger partikuldrlés-
—x

5
ningen y, = —%e
Vi far alltsa sammantaget den allmédnna

16sningen

—o T 1 —x
y=1yn+yp=Clie 32 4 Ched 756 .
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