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Tillatna hjélpmedel: inga. Samtliga svar maste motiveras. 15 poéng ger sidkert minst betyget E.

1. (243 p.) Berékna foljande gransvarden eller visa att de inte existerar:

. sinz ) 1 12
lim —— lim ( ) .

20 g2’ =2 \x—2 x3—8

Losning: Ett standardgransvérde ar lim,_.q Silmm = 1. Darfor har vi
. sinzx . sinzl
lim = lim — =400
z—0+ I z—=0+ T X
och
. sinzx sinz 1
lim = lim — = —00.
z—0— 2 z—0— T T
Slutsats: det forsta gransvardet existerar inte.
For det andra gransvardet har vi
1 12 2 — 122 + 16

t—2 25-8 (z—2)(2%—79)
och bada téljare och ndmnare forsvinner i = 2. Genom polynomdivision far vi
23— 122416 = (v — 2)*(x + 4)
och
23— 8= (v —2)(2* + 22+ 4),

vilket leder till

Y
lim 112 N lim (r—2)*(x+4) I x+4 6
r—2 a3-8

1
o3 (z — 222?120+ 4) ema?t2wid 12 2

r—2

2. (4 p.) For alla reella a bestam antalet 16sningar till det linjara ekvationssystemet

(4 — CL)SL’l + Ty = 1,
221+ (1 —a)ry = —2.

Losning: Detta ekvationssystem kan skrivas A(i;) = (_12), dar

4—a 1
A:(—2 1—a)‘



Determinanten av A ges da av

det A= (4—a)(1—a)+2=a®>—5a+6,

vilket ar lika med noll om och endast om a = g + ,/% — %4, alltsa a = 2 eller a = 3.

Konsekvens: For alla a # 2,3 har ekvationssystemet en entydig 16sning. Vi testar de

ovriga tva fallen separat.
2 1|1 2 1)1
-2 —1|-2 0 0|—1/)"

och det foljer fran den sista raden att systemet inte har nagon losning.

a=3:
1 111 1 111
-2 =2|-2 0 00/

Eftersom den hér trappstegsformen har ett pivotelement men tva variabler finns det
oandligt manga losningar i detta fall.

a=2:

. (34241 p.) Lat f(z) = 10(zInx)? dar = > 0.

(a) Finn alla lokala minimi- och maximipunkter samt alla terrasspunkter till f.
(b) Berdkna gransvérdena lim, o, f(z), lim, 1o f(x) och lim, o f'(x).

(c) Skissa grafen av f. (Tips: e ! ~ 0,37 och (e71)? ~ 0,05.)

Losning:
(a) Vi deriverar f:

f'(x) =10+ 3(xInx)? (1 ‘Inx + x%) =30(xInz)*(Inx + 1).

Alltsa blir derivatan noll om och endast om antingen zlnx = 0 eller Inz + 1 = 0. Den
forsta ekvationen har losningen = 1 och den andra z = e~!. Vi undersoka tecknet pa
f'(z), vilket ges av tecknet pa Inx + 1. Mellan 0 och e™! &r detta negativ, annars alltid
positiv. Slutsatsen ér att f ar avtagande mellan noll och e™! och vixande mellan e~! och
+00. Som konsekvens har f ett lokalt minimum i z = e~! och en terrasspunkt i z = 1.
Lokalt maximum finns inte.

(b) Vi har lim, o, 10(zlnz)® = 0 (standardgransvérde), lim, ,,, 10(xInz)? = +oco
(eftersom bada x och Inz gar mot +o00) och

lim f'(z) = lim 30(zInz)’(Inz + 1) = lim 30 (z*(Inz)’ + (zInz)?*) =0

z—0+ z—0+ z—0+

(standardgransvérden).

(c) Skissen ska tillverkas med hjilp av resultaten av (a) och (b). Bla. ska det synas att
tangentens lutning gar mot noll nar x — 0+.



4. (5 p.) Bestdm storsta och minsta vérdet for funktionen f(x,y) =

z(z?+y?)

2 g2 D2 det omrade

i planet som beskrivs av z% 4+ y* < 1.
Losning:

Vi kollar forst pa kritiska punkter och beraknar darfor de partiella derivatorna:

(2* +y* + o 20)(1 — 2 —y?) — x(2® + y°)(—22)

%(%w = (1— 22— 2)2
=t =yt 432 4y — 227y
(1 _ 1-2 _ y2)2 ?
of 20y(1 — 2% — y*) — x(2” + y*)(—2y) 2y
2y Y = (1— 22 —y2)? T (-2 )

Vi ser direkt att g—i blir noll om och endast om x = 0 eller y = 0. Stoppar viin x =0 i

equationen %(m, y) = 0 sa far vi

0=—y'+y" = (v’ - 1),

vilket har l6sningarna y = 0, y = —1, y = 1 och ger kritiska punkter (0,0), (0, —1), (0, 1).
Pa samma sétt leder y = 0 till

0=—a"+32° = —2*(2® - 3),

med lésningarna z = 0, z = —/3, x = /3. Vi far alltsa de kritiska punkterna (—v/3,0)
samt (v/3,0) utover de tidigare.

Punkterna (0, —1), (0,1), (—v/3,0), (v/3, 0) ligger dock inte inom omradet, t.ex. \/§2+O2 =
3> 1. Den enda kritiska punkten inom omradet &r alltsa (0,0).
Vi undersoker omradets rand, cirkeln av radie 1/2. Vi kan parametrisera den med x =

%cost, Yy = %sint med 0 < ¢t < 27. Funktionen som ska undersokas ar da

lcost -1 1
g(t) = f(z,y) = 21—14 = ECOSt,
T
och den blir maximal i ¢ = 0 (motsvarande (z,y) = (1/2,0)) och minimal i ¢ = =

(motsvarande (x,y) = (—1/2,0)).

Vi har nu tre kandidatpunkter och beraknar funktionsvardena. De blir

f(0,0) =0,
£1/2,0) = 5
f(=1/2,0) = —é.

Dérmed &r funktionens maximum pa omradet lika med 1/6 och minimum lika med —1/6.

. (243 p.) I en ON-bas B = {ey, €2, €3} lat u, v, w vara vektorer i rummet med koordinater
ug = (1,0, \),vp = (1,—1,0) och wg = (1,2, 1).

(a) For varje A berdkna volymen av den parallellepiped som u, v, w spdnner upp.



(b) For vilka virden pa A utgor vektorerna w,v,w en bas i rummet? I fallet A = 1
bestam vektorn es:s koordinater i denna bas.

(a) Volymen ges av absolutbeloppet av determinanten

1 0
det |1 -1
1 2

=—1+0+224+A4+04+0=3X1—-1.

= %

Dafor har vi
V=13x—-1]

som volym.

(b) u,v,w utgdr en bas i rummet om och endast om determinanten ovan ar olika noll,
alltsa om och endast om A # 1/3. Fér A = 1 handlar det alltsa om en bas. I denna bas
har vi

U 1 0 1 el
v]|=11 -1 0 €9
w 1 2 1 es

Vi far alltsa koordinaterna till ey, es, e3 genom att invertera matrisen. Med hjalp av
Gauss-Jordan-eliminering far man

1 0 1 1 -1 2 1
1 -1 0 =3 -1 0 1
1 2 1 3 -2 -1

Detta ger
1
e3 = 5(3u — 20 —w),
i andra ord, e3 har koordinater (3/2,—1,—1/2) i denna bas.
. (3+2 p.)

(a) Bestdm den 16sning till differentialekvationen y’ = xy cos x som uppfyller y(0) = 1.

(b) Bestdm den allménna losningen till differentialekvationen y” —y' — 2y = 0.

Losning;:

(a) Denna differentialekvation har separabla variabler, ¢y = y(z cosx), och kan darfor

skrivas som
=]
—dy = [ xcosxdz.
Yy

Integralen med avseende pa x kan berdknas med hjalp av partialintegration:

/xcosxdx:xsinx—/sinxdx:xsinx—i-cosx—l—C’,



dar C' € R ar godtycklig. Vi far alltsa
In|y| = xsinz + cosx + C. (1)

Vi kan redan nu bestdmma konstanten C: stoppar vi in punkten (x,y) = (0, 1) i den sista
raden sa far vi

0=In1=0sin0+cosO+C =1+C,

alltsa C' = —1. Ekvationen (1) ger da

zsinx+cosx—1

lyl = e
Eftersom vi vet att y(0) = 1 &r positiv, foljer det

zsinz+cosz—1

y=¢

(b) Det har handlar om en andra ordningens linjar, homogen differentialekvation. Dess
karakteristiska ekvation dr A> — A — 2 = 0 och har 16sningarna

1 /1 3
A=-dq/>+-
2 Vit w

dvs. A =2 eller A = —1. Den allmanna losningen till differentialekvationen ar da

y(SC) = 016296 —+ 02671, Cl, CQ e R.

Tentamensaterlamning annonseras pa kurshemsidan.



