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1.

(a)

Vi bérjar med Euklides algoritm:

51=1-31+20
31=1-20+11
20=1-11+9
11=1-9+2
9=4-2+4+1

s& SGD(51,31) = 1 och vi kan 16sa hjélpekvationen
3lz +51y =1 (1)

genom att kora Euklides algoritm baklénges: 1 = 9—-4-2=9-4-(11-1-9) =
5-9-4-11=5-(20—1-11)—4-11=5-20—-9-11=5-20—9-(31—-1-20) =
14-20—9-31 = 14- (51— 1-31)—5-20 = 31-(—23) +51-14. Vi far att (z,y) = (—23, 14)
loser hjalpekvationen (1). Multipliceras denna 16sning med 3 fas en partikuldrlosning
(z,y) = (—69,42) till var ekvation, si den allméinna losningen ges dérmed av

= —69+ 51k
y =42 — 31k

for k € Z.

Villkoret |y| < 31 ger —31 < 42 — 31k < 31 som har l6sningarna k = 1, 2, vilket insatt
i l6sningsformeln ger (z,y) = (—18,11) samt (z,y) = (33, —20).

Primtalsfaktoriseringen av 22 &r 2 - 11, sa récker det att visa att talet dr delbart med
2 och 11. Talet ar delbart med 2 eftersom bada termerna dr udda. Enligt Fermats lilla
sats far vi 31 =1 (mod 11), s&

3103 5 =3t010+3 5 — (310)1033 _5=11927 - 5=22=0 (mod 11),
vilket ddrmed visar pastaendet.

Kvadratkompletterar vi ekvationen fas (z — %y)2 + (a - %) y? =1, s& vi far en ellips

om och endast om a — “4—2 > 0, dvs dd a(4—a) > 0. Man ser enkelt att detta ar uppfyllt
precis da 0 < a < 4.

Vi far att ]@ =(2,1,1), ﬁ = (3,—1,1). En normalvektor ges av

2 3 &
ﬁ:PﬁXﬁzl -1 52 =2ﬂ1—|—ﬁ‘2—5é’3:(2,1,—5).
1 1 &5

Planets ekvation ar darmed 2(z —0) 4+ (y —1) = 5(¢ —0) =0, dvs 2z + y — 5z = 1.

Triangelns arean ges av %\@ X ﬁ| =12+12+(-5)2=30/2.
Vi far att Cﬁ =(-2,-1,-1) och Cﬁ = (1,-2,0) s& Q? . Cﬁ = 0 vilket visar att

vinkeln vid @ ar rét.



4. Sitter vi z = bi, med b € R, far vi p(z) = (b* — 7b% + 10) + i(2b* — 20b), som &r noll om
och endast om
-7 +10=0
{2b(b2 —5)=0.
Den andra av dessa ekvationer ger att b = 0 eller b = £1/5, varav bara de senare uppfyller
den forsta ekvationen. Vi har alltsd att z = ++/51 16ser p(z) = 0. Diarmed ar 2245 en delare
till p(z), och polynomdivision ger att p(z) = (2% + 5)(2% — 2z + 2). De 6vriga lisningarna
gesav 22 —224+2=0« (2 —1)2=—1,s4 z = 1 £ i. Svar: Zlygzi\/gi och z34 =1=%1.
5. Vi avldser att ¥ = (3,1,—1) &r en riktningsvektor for L,. Sdtter vi A = (3,0,6) och
B =(3,1,7), har vi att en riktningsvektor for Ly ges av ¢ = 1@ = (0,1,1), s& Lo ges av
(z,y,2) =(3,0,5)+s(0,1,1), s e R.
Vi soker nu de punkter P = (4+43t,2+t,—t) € Ly och @ = (3,5,6+5) € Lo som minimerar
avstandet. Detta intraffar da F@ ar ortogonal mot linjernas riktningsvektorer. Eftersom
PO =(—1—3t,s—2—t,6+1t+s) far vi

ozﬁ-ﬁlz—n—ut
OZF@°’F}‘2:4+2S7

som ger att ¢ = —1 och s = —2. Dérmed é&r de tva ndrmaste punkterna P = (1,1, 1) resp.
Q = (3,—-2,4), och avstandet mellan linjerna &ar |]?C>2| =(2,-3,3)| = v22.

VER
6. (a) Basbytesmatrisen ar @ = % &71; % . En direkt utrikning ger att Q7Q = F
1021
V3 V6 V2
sa () ar ortogonal. Vidare far vi att
1 2 0 1 2 0
1 1 1
det(@Q =gl —1 1|=¢l1 - 1——6’5 _22’=1>0,
1 -1 -1 2 2 0
sa basen ar positivt orienterad.
(b) Avbildningsmatrisen A’ for F' i den nya basen &r
1 0 0 1 0 0
A'=10 cos(m) —sin(r)] =(0 -1 0
0 sin(m) cos(m) 0 0 -1

Sambandet mellan A’ och avbildningsmatrisen A i standardbasen ges av A’ = Q1 AQ,
sa den sokta avbildningsmatrisen ar

1 2 2
A=QAQ ' =QAQT = Lo 1 o
3\ 2



