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Loésningar

1. a) Modulo 30 ar 31" + 29™ + 60" ~ 1™ + (—1)" 4+ 0" vilket &r antingen 0 eller 2, beroende pa
om n ar udda eller jamnt. Alltsa ar b, = 0 om n &ar udda, och b, = 2 om n &ar jamnt. D4
kan inte lim,, , b, existera. 2.5p

b) Expanderar man uttrycket (1/x — 222)!* med binomialteoremet fis termer av formen

<1k4> (1/2)k(—222) 14k = <1k4> (—2)t kg8,

En sddan term har grad 1 om 28 — 3k =1 <= k = 9. Dess koefficient blir alltsa
14
— 2)°.
(5

2. Linjen som ar given pa parameterform av (z,y,2) = (—11,0,123) + ¢(1,2,—1), t € R har en
riktningsvektor som &r (1,2, —1). Normalvektorn till funktionen f(x,y) = 2 + 22y + 2y i en
punkt xg, Yo, z0) ses ur tangentplanets ekvation

OIC0s0) (o) 4 W(zf —w0):

2.5p

Z— 20 =

och ar alltsa (af%gc’yo) (, 8f(§(;,yo)’ —1) = (2z0 + 2yo, 2x0 + 4yo, —1)

(ett plan med ekvationen AX + By+ Cz+ D = 0 har en normalvektor (A, B, C).) Tva vektorer
ar parallella med varandra néar den ena ar en multipel av den andra, d v s har

(220 + 2y0, 20 + 4yo, —1) = A(1,2,—1) = (A, 2\, =)).

Genom att titta pa den sista koordinaten ser man att A ar 1, och sen att yo = 1 och zg = 0.

5P
3. Avstandet fran en punkt (zo,yo, 20) till ett plan Az + By + Cz + D =0 ar

’Ax() + Byo + Czo + D‘
VA2 B2+ (C?

Avstandet frén (1,2¢,¢%) till planet « 4+ y + 2z + 10 = 0 &r alltsd f(t) = 5(|1 + 2t + ¢ + 10]).
Polynomet 1 + 2t + t2 + 10 har inga nollstéillen(d v s det finns inga punkter pa kurvan som
ligger i planet). Alltsa har det ocksa samma tecken for alla reella tal, och ar alltsa alltid
positivt(eftersom det helt klart har positiva véirden). For att ta reda pa minimala virdet av
f(t) = 3(1 4 2t + t* 4+ 10) deriverar vi och letar efter stationéira punkter: f/(t) = £(2 +2t) =
0 < t = —1. Eftersom lim;_,, f(t) = 00, sa ar detta ett minmum. Alltsa &r avstandet till
planet minimalt i punkten (1,—2,1) (som svarar mot ¢ = —1)och ar da f(—1) = 10/3. 5p




4.

a)

Maclaurinserien till sinx &r x — 23/3! + 25/5! 4 ... och alltsd #r Maclaurinserien till sinz3

helt enkelt 2% — (23)3/3! + (22)°/5! + .... Genom att dela med 2 fas att serien for f(z) &r
1—2%/3! + 212/50 — 21871 4 ..

I foljden av exponenter 0,6, 12, 18... i denna serie férekommer inte 27 och eftersom man vet
att MacLaurin-serien for f(z) ar

F0) + fO0)z 4+ FP(0)2%/2! + ... + FED(0)2> /27! + ...

betyder det att f27(0) = 0.

Eftersom det ar ett gransvarde nar x — 1 kan man inte utveckla i Maclaurinserie! Man kan
enkelt utveckla i en Taylorserie kring = 1, men ocksa lite snabbare anvinda I’Hopitals
regel tva ganger(verifiera i varje steg att gransvardet ar v formen 0/0):

cos2mx — 1 . —27wsin27x —472 cos 2mx

e sne - e 1 o n e 2
ilﬁnll (CC — 1)2 xl—>Inl 2z — 2 alcl—>Inl 2 2 '
Dubbelintegralen

//D(x+2y)d:cdy=/01(/Oyg(:c+2y)dm)dy.

3

y
/ (x +2y)dx = [x2/2+2xy]g3 =4%/2 + 2%,
0

Men

och

/1(y6/2 +2yMdy = [y7 /14 + 295 /58 = 1/14 + 2/5 = 33/70.
0

Har ar det lage att anvanda poldra koordinater, eftersom omradet beskrivet i dem ar givet
av r < /2 och —m/4 <6 <m/4 Alltsa ar

//D (23 + y’x)dxdy = /Oﬁ (/7;/;(7*3((:03 6)rdd) dr

(Observera Jacobianen r)!

Eftersom

/W/4 (13(cos 0)rdf = r[sin 0}7r/4/4 =ri(v2/2 = (=V2)/2) = V2,

—7/4 o

s& dr dubbelintegralen (1/5)(v/2)%v/2 = 8/5.

6. Verkan pa en vektor v med koordinater (z,y,z) av en spegling i ett plan med normalvektor
n = (1,1,0) kan berdknas med formeln

[\]
]
3

S(T)) =0v- n = (_y7 —[IZ,Z),

3l
3l

2,5p

2,5p

2,5p

2,5p



eftersom ¥ -7 =z +y och -7 = 2, sa att

207 2z +y)
n-n 2

(1,1,0):($+y,x+y,0)-

Nér man vet effekten av en lineér transformation pa koordinater, ar det 14tt att skriva upp dess
matris: Det ska vara den matris A som har egenskapen att

déar (2,4, 2') dr koordinaterna for S(v). Men dessa riknade vi ut, till (—y, —x, 2) och da ser
man latt att matrisen
0 -1 0
A=[-1 0 0
0 0 1
Vidare, for att bestdmma 7' : s matris B, kan man anvanda sig av att kolonnerna i dess
matris(inte raderna, dédssynd!) ar koordinaterna for respektive T'(e;), T(e2) samt T'(e3). Men
uttryckt i koordinater &r 7'(e1) = (0,1,0) och T'(e2) = (1,1,0) sa da aterstar det bara att
bestdmma T'(eg). Men utnyttja da lineariteten: e; + ez + e3 = T(e1 + e2 + e3) = T(e1) +
T(e2) + T(e3) = ez + (e1 + e2) + T(e3) och 16s ut T(ez) = ez — ez. Alltsa har T'(e3)
koordinaterna (0, —1, 1) och detta ger den tredje kolonnen i matrisen B for T

0
-1

0
B=11
0 1

O =

T~! har di matrisen B~! som man hittar med Gauss-Jordan eliminering

-1 1 1
Bl'=(1 00
0 0 1

Den sammansatta avbildningen R := T~! 0 S; har dd matrisen(observera ordningen)

0 -1 0\ /-1 1 1 -1 1 1
B 'A=1-1 0 0 1 00].=|l0 =10
0 0 1 0 0 1 0 0 1

For att fa fram R(2eg +e3), notera att 2ez +eg har koordinaterna (0, 2, 1), sa att koordinaterna
till R(2e2 + eg) &r

0 3
B tA[2] =1|-2
1 1

Alltsa ar R(2e2 + e3) = 3e1 — 2e2 + eg.



