STOCKHOLMS UNIVERSITET
MATEMATISKA INSTITUTIONEN TENTAMEN
Avd. Matematisk statistik 17 mars 2022

Tentamen i Stokastiska processer och simulering I

17 mars 2022 kl. 14-19

Ezaminator: Maria Deijfen, 070-3369790.

Tillatna hjdalpmedel: Formelsamling och miniréiknare som delas ut med ten-
tan.

Aterldmning: Resultat liggs in i Ladok senast torsdag 31 mars.

Varje korrekt 16st uppgift ger 10 poéng. For godkint betyg krévs minst 20
poéng pa basdelen. Den svarare delen réttas endast om basdelen &r godkénd
och betyget sitts da utifran podngen pa den svarare delen: E:0-6, D:7-12,
C:13-18, B:19-24, A:25-30. Resonemang skall vara klara och tydliga att folja.
Inférda beteckningar ska definieras.

Basdel

Uppgift 1

Den stokastiska variabeln X &r exponentialférdelad med parameter A\ och,
givet att X = x, sa 4r Y Poissonfordelad med parameter x.

a) Bestam E[X].

b) Bestdm Var(Y).

c) Ange P(Y =0).

Uppgift 2

FEn Markovkedja i diskret tid har sex tillstand numrerade 1 till och med 6.
Overgangsmatrisen (med tillstanden ordnade i nummerordning) ges av



Stokastiska processer och simulering I, 17 mars 2022 2

0 05 05 0 0 O
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0 0 0 0 10
0 0 O 0 1
0 0 0 1 00

a) Dela in kedjans tillstand i klasser och ange vilka klasser som &r rekurrenta
respektive transienta.

b) Ar nagon eller nagra av klasserna periodiska? Vad ér i sa fall deras period?

Uppgift 3

Antag att i genomsnitt tva barn per timme f6ds pa en stor BB-avdelning
(som inte hanterar flerbarnsfodslar) och att fodslarna sker enligt en Pois-
sonprocess. Vad dr sannolikheten ett givet dygn (som startar vid midnatt)
att:

a) det forsta barnet f6ds innan k1 00.307

b) exakt fyra barn féds mellan k1 9 och 117

c) minst ett barn fods mellan kl 16 och 17 och minst ett mellan kl 18 och
207

Svarare del

Uppgift 4

En viss typ av amoba féorekommer i tre olika underarter: réda, gula och bla.
Varje amdba forokar sig oberoende av andra genom delning en gang per
dygn. De tva delarna 6verlever oberoende av varandra med sannolikhet 0.75
och en ny amdba far samma fiarg som dess foridlder hade. Just nu bestar
amobakolonin av tre amobor, en av varje firg.

a) Vad ér det forvintade antalet amébor efter fem dygn?
b) Vad &r sannolikheten att de gula améborna sa smaningom dor ut?

¢) Vad &r sannolikheten att amodbakolonin aldrig dér ut, men att alla amébor
sa smaningom har samma firg?
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Uppgift 5

Den kontinuerliga stokastiska variabeln X har téthetsfunktion fx(z) = 2(1—
x) pa intervallet 0 < z < 1 (och fx(x) = 0 annars). En statistiker vill
simulera oberoende utfall av variabeln X, men har till sitt forfogande endast
en slumptalsgenerator som ger slumptal U som &r oberoende och likformigt
fordelade pa intervallet [0, 1]. Hjilp statistikern att hitta en funktion f sadan
att f(U) har den onskade fordelningen.

Uppgift 6

Kunder anlénder parvis till en tvittomat med tva tvittmaskiner. Paren
anlédnder enligt en Poissonprocess med intensitet A par per timme och om
inrdttningen dr tom sa lagger de genast in tvitten i varsin tvittmaskin,
ar inrdttningen inte tom sa gar de déarifran. Tvéttiderna for maskinerna &r
oberoende och exponentialférdelade med vintevérde 1/u timme. Den forsta
i paret som #r fardig med sin tvitt vantar tills den andra ocksa &r fiardig
och de lamnar dérefter inrdttningen tillsammans.

a) Hur stor andel av tiden &r tviittomaten tom i langa loppet om A\ = p = 27

b) Om p = 2, hur stort kan A vara om man vill ga miste om hogst hélften
av kunderna?

Lycka till!



