Stockholms universitet, Matematiska institutionen

Tentamen i MT7027, Riskmodeller och reservsattning inom sakforsakring, 11 mars
2022, 8:00-13:00.

Examinator: Filip Lindskog, lindskog@math.su.se

Tillatna hjalpmedel: Alla hjalpmedel pa pappersform ar tillatna (bocker, anteck-
ningar, etc.).

Aterldmning: meddelas via kursforum.

Argument och berdkningar ska vara tydliga och latta att folja.

Uppgift 1

Antag en homogen forsakringsportfclj med n kunder som vardera drabbas av antin-
gen en eller ingen skada under det kommande aret, oberoende av varandra och
med skadesannolikhet p. Antag att skadebeloppet, om en skada sker, ar exponen-
tialfordelad med vantevérde p tkr. Forsédkringsbolaget har tecknat en aterforsédkring
av typ XL-skydd med brytpunkt [ tkr. Antag att aterforsdkringspremien bestams
som 1+~ ganger aterforsakringsbolagets forvantade skadekostnad. Bestam vantevar-
det for forsakringsbolagets totala kostnad for portfoljen, inklusive aterforsakrings-
premien. (10 p)

Uppgift 2

Antag att ett Poisson(1000)-fordelat antal skadehdndelser intréffar under 2022 och
att tidpunkterna for dessa handelser ar likformigt fordelat under aret. Antag att
varje skadehandelse genererar en utbetalning med fordrojning D ar efter tidpunkten
for skadehéndelsen, dér

¢ -3
P(Dgt):1—(1+6> )

Fordrojningstiderna for olika skadehandelser antas oberoende och oberoende av an-
talet skadehandelser. Bestam vantevardet for antalet skadehandelser 2022 givet att

600 utbetalningar har gjorts till och med 2024. (10 p)
Uppgift 3

I Tabell 1 visas, for ¢ € {1,...,5} och j € {1,...,3}, belopp C;; som svarar mot

summerade betalningar till f6ljd av skador under skadear ¢ och utvecklingsar 1,. .., 5.

Beloppen for i 4+ 7 < 6 ar kiinda medan beloppen ar okanda for : + 7 > 6. Antag att
belopp som svarar mot olika skadear dr oberoende och att det existerar konstanter
f1, f2 och 01,09 sa att, for j = 1,2,

E[Ci,j—H | Ci,l, ey Ci,j] = ij@j, Var(Ci,jH | Ci,ly ey Ci,j) = 0'j2-

(a) Bestdm betingat vénteviarde och betingad varians for Cy3 + C5 35 givet kénda
belopp C;; med i+ j < 6 uttryckta i de okéinda konstanterna f, fo och oy, 02. (5 p)
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1 2 3
11Ciqp Cip Cia
210y Cha Oy
3|1Cs31 Cz9 Cs3
41Cy1 Cyp Cyugs
5/Cs1 Csa Csg

Table 1: Skadedata C;; med kdnda kumulativa utbetalningar (i + j < 6), samt
framtida okédnda kumulativa utbetalningar for i + j > 6.

(b) Skatta betingat vénteviarde och betingad varians for Cy3 + Cs3 givet kénda
belopp C; ; med i 4 j < 6, uttryckta i dessa kanda belopp. (5 p)

Uppgift 4

Betrakta ett forsdkringsbolag med skulder och tillgangar. Antag att "nu” &r tid-
punkt 0 vilket svarar mot borjan av skadear 1. Antag att utbetalningar p.g.a. skador
sker i slutet av varje ar och antag foljande dynamik for den kumulativa skadekost-
naden, for alla 7,

Cin = fot+oogin, Cia= f1Ciq + 01652,

dér g, j ~ N(0, 1) och oberoende for alla i, j. C;; ar kinda for i+ 5 < 1 men okénda
for ¢ + 7 > 1. Det aktuella skuldkassaflodet motsvarar de inkrementella framtida
skadekostnaderna p.g.a. skador under skadear 0 och 1. Antag att forsékringsbolaget
har tillgangar med vérde K investerat i en 3-arig nollkupongsobligation. Antag att
den kontinuerligt sammansatta réantan for alla loptider ar konstant och lika med r.
Bestdam VaRgoo5(A1 — L1), dar A; och Ly betecknar virdet av tillgangar respek-
tive skulder om ett ar (inklusive kassafloden under det nuvarande aret). Skulden
varderas enligt traditionell aktuariell vardering: summan av diskonterade betingade
vantevarden. Svaret ska ges i termer av givna storheter samt fordelningsfunktionen
for N(0,1). (10 p)

Uppgift 5

Betrakta ett forsiakringsbolag vars totala skadekostnad under det kommande aret
kan uttryckas S = fo:l Xy dar N ar oberoende av X, X, X5,... som i sin tur
ar oberoende och likaférdelade. Tre aterforsédkringstyper Overvags: proportionell
aterforsakring, XL-skydd med brytpunkt svarande mot en 95%-kvantil, SL-skydd
med brytpunkt svarande mot en 95%-kvantil. Beskriv fordelar och nackdelar med
aterforsdkringstyperna i situationerna (a) och (b):
(a) P(N € ) = Pois(100), Fx(z) =1— (14 z/10)73
(b) P(N € - | A) = Pois(A), A ~ Gamma(4,1/25), X ~ Gamma(2,1)

(10 p)
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Uppgift 1
Satt A = 1/u.
E[max(X —1[,0)] / P(max(X —(,0) / X>z+l)d
0
o0 1 oo —
! ! )\
Detta ger

E[min(X, )] = E[X] — E[max(X — 1,0)] = ; (1 _ 6_M>

Detta ger

E [gmin(){k,l)} = E[N]|E[min(X, )] = %(1 _ 6—/\1)

Liknande fas

np _
P -

E {ZmaX(Xk - l,())} = E[N]E[max(X —{,0)] = \

Forvantade totala kostnaden blir

% (1 + ’}/6_/\l> = np,u(l + 76‘”“)

Uppgift 2

Om tidpunkt 0 svarar mot 1 januari 2022 ar utbetalningstiderna Ty = Uy + Dy.
Notera att eftersom utbetalningstiderna ér oberoende och oberoende av N ~ Pois(1000)

galler att
N

> T, <3} och i I{T,, > 3}

k=1 k=1
dr oberoende och Poissonférdelade: Pois(1000 - P(7T" < 3)) respektive Pois(1000 -
P(T > 3)). Alltsa fas

E [N | i[{Tk §3}:600} —E {i[{Tk §3}+§:I{Tk>3} | ﬁ:]{Tk < 3} =600

k=1 k=1 k=1 k=1
= 600 -+ 1000 - P(T > 3).

Det aterstar att berdkna P(T" > 3):

P(T>3):P(U+D>3):/1P(D>3—u)du

1 N -3 _
:/0 (1+—36 ) du {s'altty:1+—36u}
3/2 3/2
= / Gy~ dy = {—ByQ]
4/3 4/3
17
=3((4/3)2-(3/2)72%) = —
(s - er2%) =
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Uppgift 3

E[Cy3+ Cs3 | D] = E[Cy3 | Cu1,Cap] + E[Cs3 | Cs 4]

= f2C42 + E[E[C53 | C51,Cs2] | Cs 1]
= f2Cy2 + f1/2Cs51

Var(Cy3+ Cs3 | D) = Var(Cys | Cy1,Ca2) + Var(Cs 3 | Cs1)
=05 + E[Var(Cs 3 | C51,Cs2 | Cs1)] + Var(E[Cs 5 | Cs1,Cs0] | Cs.1)
= 203 + fyof

Skattningar fas genom att ersitta fi, fo, 0%, 02 med motsvarande skattningar. Notera

att viktade minsta kvadrat skattningar for f; skiljer sig fran chain ladder.

01,2 C 1,1 €1,2
02,2 . C'2,1 f +o €22
03,2 N C'3,1 ! ! €3,2
04,2 04,1 €42

Detta kan skrivas Y = A + oe vilket ger
B=(ATA)'ATY
1 ~ —~
5t = —— (v — AB)T(v - AD),
n R
dar n = 4 i detta fall. P4 samma satt for skattning av f, och o3.
~  C11Cip+ -+ Cy1Cy
fl - 2 2
Cip+--+0Ci,
>~ C1pCi3+ -+ (32033

= v a,

L, 1 - 7

7= L((Cram RiCLP + 4 (Cua— RCuP?)
L, 1 - 7

0—3 = 5((01,3 - f2C1,2)2 + 4 (Ca — f203:2)2>

Uppgift 4
De inkrementella beloppen enligt skade- och utvecklingsar ar
Doo = Coa(fi — 1) + 01602,
D11 = fo+ oo,
Dis=Di1(fi — 1)+ 01610
Skuldkassaflodet ar (X;, X2) = (Dog2 + D11, D12). Detta ger
Li=X,+e"E[Xy | Xy
= Doa+ Diy+e "E[Dys | Dy
= Doz + Dii(1+e"(fi — 1))
= Coa(fi — 1) + o1€02 + (fo + 00c11) (1 +e7"(fi — 1))

Coa(fi—=1)+ fo(l+e"(fi—1))+ \/0% +og(l+er(fL —1))2Z

I~
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dér Z ~ N(0,1). Vidare ar A, = Ke". Dérav foljer att

VaRo.05(A1 — L) = =K + Coa(fi = 1) + fo(L+e"(fi = 1))
+yfo? + 031+ e (fy — 1))28(0.995)

Uppgift 5
(a) E[N] = Var(N) = 100 och med « = 3, = 10,
gl 2 _ 29°
EXl=3—=7 =5 EXI= (a—1)(a—2)
Var(S) = Var(N) E[X]? + E[N] Var(X) = 10*

= 100,

(b) Med (a,b) = (2,1) fas E[X] = a/b = 2, Var(X) = a/b* = 2. Med (o, ) =
(4,1/25) fas

E[N] = E[A] = 100,
Var(N) = E[N] + Var(A) = 100 + % =100 + 100 - 25 = 100 + 2500,

Var(S) = Var(N) E[X]? + E[N] Var(X)
= (100 + 2500) - 4 + 100 - 2
= 10" + 600

[ situation (a) drivs risken av skadebeloppens osékerhet (skadebeloppens férdelning
dr tungsvansad, antalet skador ar Poisson, dvs lattsvansad fordelning), i (b) av
skadeantalets osékerhet (antalet skador 4r negativ binomial och klart mer tungsvansad
dn Poisson, lattsvansade skadebelopp). Déarfor vore XL-skydd lampligt i (a) och t.ex.
SL-skydd i (b), givetvis beror valet d&ven pa hur skydden prissétts).



