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15 poang ger garanterat betyg E. Motivera alla 16sningar noggrant. Obevisade deluppgifter

kan anvandas.

1. (a) (2 podng) Definera begreppen "vektorrum” och "delrum”.

(b) (3 podng) Lat T : My 3(C) — Mz (C) vara den linjara avbildningen som uppfyller

T(A) = BAC* .

11 1 72 0
B(l 0> och C(l 0 _1>

Bestdm N(T') och R(T") och hitta en bas till N(T).

Lo6sning

dar

(a) Ser bok eller foreldsningsanteckninger. Observera ocksa att ekvivalenta definitioner accepteras.
(b) Vi forenklar forst formeln for T'(A) och far

T(A) = BAC*
<1 1> <a11 a2 a13> _11 (1)
1 0/ \a21 a2 aos 0 -1
1 1
= (a11 +a21 a2 +az a3+ asan a2 aiz) —Ol 01

= (a11 + ag1 —i(a12 + ag) a1+ az — a3 — agsar —iary A —ais) .

Nu visar vi att T ar surjektiv, dvs R(T) = M3(C) genom att visa att det finns ett generande delméngd
for M3 (C) i R(T'). Faktiskt géller

(o 0 0)=(1 1)
(o 5 0)=(0 1)
(3 5 0)=(0 o)
(o 0 1)=0 o)

En kort rdkning visar att alla standardbasis vektorer ligger i linjar holjden av denna matriser, sa att vi
kan dra slutsatsen R(T") = M3(C). Dimensionsatsen implicera att dimN(7T") = 6 — dimR(T") = 2. For
att hitta en bas av N(T') ska det alltsa vara tillréklig att finna tva icke-kolinjéra vektorer i N(T"). Om



ar standard ordnad basen av Mz 3(C) och v &r standard ordnad basen av My(C), si visar berdkningen

ovanfor att

[T15

— =
o

OO = =

Vi kan nu beréikna en bas fér nolrummet av matrisen [T} och dversitta det till en bas for nolrummet

av T. Gauseliminering ger
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2.

(a) (1 podng) Definiera begreppen "normal matris” och "sjalvadjungerad matris”.
(b) (1 pang) Redovisa ett exempel av en normal reell matris som &r inte diagonaliserbar.
(¢) (2 poang) Lat

1
A=10 EM3(C),

jan)
o o9
= o O

dér a,b,c € C. Bestam for vilka parameter a, b, c matrisen A ar diagonaliserbar relativt till en
ortonormalbas av C3.

(d) (1 poing) Lat

1
B=1|0
0

o o

0
0] € M3(R) s
1

dér a,b,c € R. Bestam for vilka parameter a, b, c matrisen A ar diagonaliserbar relativt till en
ortonormalbas av R3.

Lo6sning

(a) Ser bok eller foreldsningsanteckninger.

(b) Icke-diagonaler rotationsmatriser ger sddan exempel. Vi kan tar till exempel
0 -1
A= (1 . ) |

. (0 —1\[/0 1\ .
= (I Y

Samntidigt ser vi att karaktéristiska polynomet

Da géller att

xa(t) = det(A —tlz) = det (_1t _1> =t?+1
splitrar inte Over reela tal, s att A &r inte diagonaliserbar.

(¢) Vi anvinder att komplexa matrisen A € M3(C) ér diagonaliserbar relativt till en ortonormalbas
av C? om och endasat om A #r normal. Vi beriknar alltsid AA* samt med A*A och jimféra dera

koefficienter.
1 a 0\ /1 00 1+laf* ba  ac
AA*=10 b ofla b c|=| a |p? te
0 ¢ 1 0 0 1 ac be |C‘2+1
1 0 0 1 a O 1 a 0
A*A=|a b | |0 b 0)=|a |a>+|b>+]|c*> @
0 0 1 0 ¢ 1 0 c 1

Vi kan alltsa dra slutsatsen att A &r diagonaliserbar relativt till en ortonormalbas av C3 om och
endasat om a = 0 = ¢ géller.

(d) Vi anviinder att reela matrisen A € M3(R) #r diagonaliserbar relativt till en ortonormalbas av R?
om och endasat om A ar sjdlvadjungerad. Da

1 a O
A=|0 b 0
0 ¢ 1

1 0 O
A*=A'=1a b ¢
0 0 1



ser vi att A #r diagonaliserbar relativt till en ortonormalbas av R? om och endasat om a = 0 = ¢
géller.



3.

(a) (1 podng) Definera begrepet ”adjungerad linjar avbilding”.
(b) (2 poidng) Betrakta rummet Po(R) med inre produkten

1
(f.g) = [ fajglo

Hitta en ortonormalbas for Po(R) med denna inre produkt.
(c¢) (2 poéng) Betrakta linjara avbildningen T : P3(R) — P2(R) som uppfyller
T(p) =p(2)1 for alla p € Po(R).
Berikna adjungerade avbildningen av T relativt till inre produkten fran del b).
Losning

(a) Ser bok eller foreldsningsanteckninger.

(b) For att hitta en ortonormalbas tillimper vi Gram-Schmidts metod med normalisering till standard
basen 1, x, 22 € Py(R). Vi skriver v; = 1, vy = z och v3 = z2. Sen blir w; = 1 och

1
lw|* = / ldx =2

Da blir alltsé u; = %1.

Vi forstattar berdkningen med observationen

1
1

Vo, Up) = —axdr =0
(w2, 1) /4\5

for att « &r en udda funktion. Alltsa géller
wo = vy — (Vg,u1)u1 = T .

Dessutom far vi

1
1 2
||w2||2:/ 22de = 2of|' = 2.
-1 3 - 3

27V T Ve

( > /1 2 11y 11,
U3, U1) = r'—=I1lder = —=-x
& 1 \/§ \/53

Alltsa blir
Till slut berdknar vi

och vi observerar att

! 3
(v3,ug) = / x2\/7xdz =0
. 2

for att 3 dr en udda funktion. Alltsa far vi

21
w3:v3—<v3,u1>u1:x2—£— % —

1=
3 V2

W =



Nu blir

1 2 2
=_-9_Z94C
57979
_2_2
5 9
_18-10
T 45
_8
45

Alltsa ar

45 5, 1. 35 1
u3z = g(x—g) 2\[( g)-

Sammanfatningsvis &r en ortonormalbas av Po(R) med given inre-produkt

VR LTE
A Va2t aa T

(c) Enklaste sétt att berdkna adjungerad avbildningen dr genom att anvinder en matrisrepresentation
relativt till en ortonormalbas. Vi kommer ihag att

1 /3 35, , 1
B= (ul’u27u3) = (ﬁv \/;33, ﬁ(m - §)>

ar en ortonormalbas for Po(R).

\/gx 2\/u1

3f( 1)_ﬂ4 1. 3611 11V5  11V5
L 3)_2\/5(_3)_2\/53_2\/5_ 2

uy -

t
1 2V3 Ls/g 1 00
Tl =[Tlz=10 0 0o | =[2v3 0 0
0 0 0 s g

v ‘



Det innebér att u; dr enda vektor fran ortonormalbasen 8 som inte avbildas till nolvektorn.

1f

1 11\/3\f 1
ﬁ+2f\[ +727( -3
-

1 5.3 1
2+3\f+4\/§( -3)

4 —55 165
AT ey 105,
4\[ \[

=—= +3\/§x+ —:c
4\@ 44/2

Vi kan nu berdkna varde for T pa standardbasen.

T*(1) = V2T*(

_ fT*(
—51 165 ,

=g ot

T (u1) =

7
1)

Dessutom far vi
T*(z)=0
och

) = 2236 - )+ 22
_2f 2v21,,
=3/l (ws)+ 37§T( 1)
221,51 165 ,
:ﬁ§(7+6$+7$>

—17+4\f 55
3V10 | 3V 3YI0"




4. (a) (1 podng) Definiera begreppet "isometrisk linjar avbildning”.
(b) (1 poing) Definiera begreppen "unitéir linjar avbildning” och “ortogonal linjar avbildning”.

(¢) (3 poéng) Berdkna en QR-uppdelningen av

0 -1 1 3
1 2 1 -3

A=11 3 o —g|MB)
1 1 -4 3

Lo6sning
(a) Ser bok eller foreldsningsanteckninger.

(b) Ser bok eller foreldsningsanteckninger.
(c) Genom att anvinder Gram-Schmidts metod pé kolonvektorer av A hittar vi att A = QR med

0 -1 1 1

11 0 1 -1
Q=—

Blr 1 o0 1

1 -1 -1 0

12 -1 -1

01 1 -3

R=V3lg 0 2 1

00 0 1

5. (a) (1 poidng) Formulera en sats som beskriver singuldrvirdena av en linjar avbildning mellan &nd-
ligdimensionella inre-produktrum.

(b) (4 poing) Berikna en singulirvirdesuppdelning av matrisen
1 -1

1
A=12 1 1
2 -5 7

Losning
(a) Ser bok eller foreldsningsanteckninger.
(b) Pa grund av ett fel i tentamensuppréttning blir matrisen A orimligt svar att rikna med. En
16sning som beskriver metoden for berdkningen av singuldrvirdesuppdelning far alltsé alla podng.
6. (a) (1 podng) Bevisa att egenviirdena av en matris A &r precis rotterna av dess karaktéristiska

polynomet x 4.

(b) (4 poéng) Bevisa att rang(PAQ) = rang(A) giller for alla matriser A € M,, ,(F) och alla
inverterbara matriser P € M,,,(F), @ € M, (F), dir F ar en godtycklig kropp.

L6sning
(a) Ser bok eller foreldsningsanteckninger.

(b) Ser bok eller foreldsningsanteckninger.



