MT5002 — Sannolikhetsteori II — (hem-)tentamen

Datum Mandag 16 augusti, 2021

Examinator Daniel Ahlberg

Hjalpmendel Kursboken samt annan litteratur, bekrdkningsprogram, etc.
Samarbete eller annan assistens av nagon person ar ej tillaten.

Bed6mning Tentamen bestar av en basdel och en betygsgrundande del, vilka
bestar av 20 respektive 40 poéng var. Vid godkéant resultat pa basdelen réttas
aven den betygsgrundande delen, vilken bestammer betyget. For hogre be-
tyg (A och B) krévs, utéver uppnadd podngniva, att 16sningarna som helhet
bedoms valskrivna och vélmotiverade. Ett antal inldmningsuppgifter under
kursens gang har kunnat generera upp till sex bonuspoéng, vilka rdknas in
i den betygsgrundande delen. Féljande granser géller for att uppna de olika
betygsstegen (bonuspoéng inrdknade):
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Betygsgrundande del | 40 30 20 10 O

Valmotiverade och fullstéandiga 16sningar kravs for full podng. Partiella 16sningar
kan ocksa ge poang.

Forsakran. Dina inlimnade l6sningar behover innehalla ditt namn samt
féljande passage for att bli godkédnda: Jag férsikrar pa heder och samuvete att
jag inte fatt hjilp av nagon annan person for att losa dessa uppgifter.

Basdel

Uppgift 1. Lat X3, X2 och X3 vara oberoende N(0,1)-, N(1,2)- respektive
N (2, 3)-fordelade stokastiska variabler. Sétt Y7 = X3 — X; och Y = X3 — X;.
Bestam fordelningen for Y = (Y1,Y3)'. (4p)

Uppgift 2. Lat (X,Y) vara en slumpvektor vars tathet ges av
1
Ixy(z,y) = Ee’x x>0,0<y<2.

Berdkna ¥x1y(1/2), dvs virdet av den momentgenererande funktionen for
X +Y ipunkten ¢t =1/2. (4p)

Uppgift 3. Lat (X,Y)" vara en slumpvektor sadan att Y ar standard nor-
malférdelad och den betingade fordelningen for X, givet Y = y, ar exponen-
tialférdelad med vinteviirde 3. Visa att X och Y r okorrelerade. (4p)

Uppgift 4. Placera n punkter, oberoende av varandra, pa intervallet [0, 1]
enligt den likformiga fordelningen. Lat M, ange avstandet fran origo till den
punkt som ligger narmast origo. Visa att M,, — 0 i sannolikhet da n — oo.

(4p)



Uppgift 5. Avgor vilka tva av foljande matriser som ej utgdér kovariansma-
triser for nagon slumpvektor. Motivera ditt svar. (4p)
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Betygsgrundande del

Uppgift 6. Lat (X,Y, Z)' vara en kontinuerlig slumpvektor med tathetsfunktion

1

(a) Visa att X, Y och Z &r oberoende. (4p)

fX,Y,Z($7y> Z)

(b) Bestdm de momentgenererande funktionerna for Y, Z samt Y+ Z. (6p)

Uppgift 7. Lat X = (X1, X2, X3, X4)' vara en multivariat normalférdelad
slumpvektor med vantevardesvektor p och kovariansmatris A givna av
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Lat U = (Xl,XQ — Xl), ochV = (X3 — X4,X4)/.
(a) Bestdm fordelningarna for U och V. (4p)
(b) Avgdr om U och V har téthetsfunktioner eller ej. (2p)
(C) Berakna, ]E[Xl(XQ — Xl)(Xg — X4)X4] (4p)

Uppgift 8. Lat X1, Xo, ... vara oberoende och likaférdelade stokastiska vari-
abler med véntevirde 0 och varians 1, och sétt Yj, = (—1)*X.

(a) Lat T,, = >_p_, V2. Visa att 17, konvergerar i sannolikhet da n — oo
och bestdm gransvardet. (4p)
(b) Lat S, = > p_; Yi. Visa att ﬁSzn konvergerar i fordelning da n — oo

och bestdm gransfordelningen. (6p)

Uppgift 9. Lat X, Xo,... vara icke-negativa och heltalsvarda stokastiska
variabler som konvergerar i férdelning, da n — 0o, mot en icke-negativ och
heltalsvard stokastisk variabel X.

(a) Antag att det finns ett heltal M > 1 sadant att P(X,, < M) = 1 for alla
n=1,2,.... Visa att ocksa P(X < M) =1. (6p)
(b) Visa att px, (k) — px (k) da n — oo for varje k > 0. (4p)

Ledning: Fordelningsfunktionerna for samtliga variabler ar konstanta pa in-
tervallet [k, k + 1), och ddrmed kontinuerliga pa (k,k + 1), for varje k € Z.



