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Hjdlpmedel: kursbok och anteckningar. Alla svar skall motiveras!

Uppgift 1. Lat 7 =(146)(23 7)(5) och 0 = (1)(2 7 3)(4 6 5) vara permutationer i S;.
(1p) Vad é&r sgn(m)?
(2p) Berdkna wo och =1, Svara i cykelform.

(2p) Finns det T € S; sd att 7 = 7077 Motivera ditt svar.

Lésning. (a) Vi har att sgn(m) = 1, eftersom det ar en produkt av udda cykler.
(b)
mo=(146)(237)(5)-(1)(273)(465)=(14)(2)(3)(56)(7).
1 =(164)(273)(5).
(c) Ja, de bada permutationerna har samma typ, [1, 3%], si det finns ett sidant 7.

Uppgift 2. Konstruera ett polynom p € Zs[x] med grad 2, sa att p(0) = 1, p(1) = 2 och
p(2) = 1. Faktorisera sedan p(x) sa langt som mojligt i Zs[z].

Lésning. Vikan ta polynomet 142z (z+1) = 1+2x+222. Detta faktoriseras som 2(z%+xz+2),
dér 22 + 2 4 2 ar moniskt. Ett kvadratiskt och moniskt polynom som éar reducibelt, maste
faktoriseras som (x — a)(z —b), dir a,b € Zs. Polynomet x? + x + 2 ir irreducibelt, eftersom
vi ser att varken 0, 1 eller 2 ar en rot till polynomet.

Uppgift 3. I den pahittade e-sporten Leauge of Basement, spelar man i lag med storlek 3.
Varje spelare antar en eller flera av rollerna MAGIKER, HELARE, SPION, TANK och LAGLEDARE
sa att i ett lag aterfinns exakt en av varje spelarroll. Av 9 personer ska tre lag bildas, och
spelarrollerna inom varje lag ska bestimmas. Pa hur manga siatt kan detta goras?

Svara med ett uttryck som bestar av summor och produkter av heltal.

Lésning. De 9 personerna kan bilda tre lag (som inte &r ordnade i nagon speciell ordning),

genom
1 9) o
31\3,3,3/  31.(3N3"

I varje lag, sa ska de 5 spelarrollerna fordelas bland de 3 spelarna, sa att varje spelare far
minst en roll. Vi vill alltsd rdkna surjektioner fran 5 roller, till tre spelare, vilket ges av
315(5,3). Stirlingtalet har viardet 25, och totalt far vi da

9! ,  9l.253
CHEIER (31-25)% = = 37 800 000

3!

antal sétt.



Uppgift 4. Los foljande problem, och var noga med att motivera svaren!

(2p) Rita en graf som har kromatiskt tal 4, och bade en Eulerkrets och en Hamiltoncykel.
(3p) Visa att en graf G som innehaller exakt en cykel, har kromatiskt tal som mest 3.

Lésning. (a) Grafen

har fyra hérn i mitten som alla &r kopplade till varandra, s& det kromatiska talet ar minst 4.
Det ar latt att sedan farglagga grafen med 4 farger. Vi kan besoka alla horn genom att ga
langs med ytterkanterna, sa det finns en Hamiltoncykel. Eftersom alla hérn har jamn grad,
och grafen ar ssmmanhéngande, finns en Eulerkrets.

(b) Grafen har en cykel, sa borja med att fargligga den. Detta kan goras med tre farger;
om det ar ett jamnt antal horn kan vi anvinda varannan vit, varannan svart. Om det ar
ett udda antal horn i cykeln, mala ett horn blatt, och ¢vriga varannan vit, varannan svart.
Resten av grafen saknar nu cykler, si denna maste besta av trad (som mojligen sitter fast
med cykeln). Ett trad kan fargas med tva farger, och vi kan vélja tva farger som inte ar
fargen pa det horn dar tradet eventuellt sitter fast med cykeln.

Uppgift 5. Fixera en liksidig triangel och lat X vara méangden figurer som fas da ett heltal
mellan 1 och 4 star skrivet pa varje horn av triangeln. Lat gruppen G = {e,r,r?, s, sr, sr*}
verka pa X genom att r roterar triangeln 120°, och s byter alla 1 mot 2 och tvart om. Till
exempel,

- /4\ = /2\ och S /4\ = /4\

(1Ip) Bestdm banan av 4 under G.
1—2

(1p) Bestam antalet fixpunkter som rs har.
(3p) Bestam antalet banor da G verkar pa X.

Losning. Banan ges av de sex trianglarna

Om en triangel ska vara fixerad under rs, sa maste vi ha exakt inga 1 och 2, eller exakt en av
varje. I det senare fallet sa roteras den tredje siffran, och triangeln kan da ej vara fixpunkt.

De enda fixpunkterna ar da 3, och 4 .
3—3 4—4

For att berdkna antalet banor anvinder vi Burnsides lemma, och berdknar forst antalet
fixpunkter for varje element i G. Kom ihdg att vi visade att g och ¢! alltid har samma antal
fixpunkter.



o Antal fixpunkter for e: 4% = 64.

Antal fixpunkter fér r och 72: 4, alla hérn har samma firg.

Antal fixpunkter for s: 23, alla horn har firg 3 eller 4.

Antal fixpunkter fér sr och sr?: 2, alla hérn har samma firg, 3 eller 4.

Burnside’s lemma ger nu att antalet banor ar
1

1
a Z|Fix(g)|:6(64—1-2'4%—84—2-2):14.

geG
Uppgift 6. Hur manga permutationer o € Sg har egenskapen att

(Ip) o(o(1)) =17

(4p) bade o(o(1)) # 1 och o(0(2)) # 2 géller?
Svara med ett uttryck som bestar av summor och produkter av heltal.

Lésning. Om o(o(1)) = 1, sd maste antingen o(1) = 1, eller sa ingar 1 i en 2-cykel, (1 a) for
nagot a = 2,3,...,8. Det finns 7! permutationer dér 1 fixeras. Antalet permutationer av den
andra typen ar 7 - 6!, eftersom vi maste vélja a (7 siatt) och de 6vriga 6 elementen kan nu
permuteras. Detta ger totalt 2 - 7! sdidana permutationer.

For andra fragan anvinder vi oss av inklusion-exklusion. Antalet permutationer sa att
o(c(2)) = 2 ar med samma resonemang som ovan, 2 - 7I. Vi maste nu bestdmma antalet
permutationer dar bade o(o(1)) =1 och o(0(2)) = 2. Resonemanget i forsta fragan siger
att 1 och 2 antingen ingar i 1-cykler eller 2-cykler, sa vi har foljande (icke 6verlappande)
alternativ:

e 0(1) =1 och 0(2) = 2. Detta ger 6!.

e 0(1) =1 och (2a) ér en 2-cykel for nagot a > 3. Detta ger 6 - 5!.

e 0(2) =2 och (1a) ar en 2-cykel for nagot a > 3. Detta ger 6 - 5!.

e (la) och (2b) ér olika 2-cykler for nagra a,b > 3, a # b. Detta ger 6 -5 - 4.
e (12) ar en 2-cykel. Detta ger 6!.

Totalt far vi alltsa 5 - 6! permutationer, sa inklusion-exklusion leder nu till svaret

81 —2.71—2.74+ 56! = 23760.



