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Lo6sningsforslag

1. Betrakta polynomet p(z) = 2° + 22* + 2% + 2 + 1 € Z3[x].

(a) Hitta alla rétter till p(z) 1 Zs . 2p
(b) Faktorisera p(x) i irreducibla faktorer. 3p

Lésning: Vi borjar forst med att hitta rotterna till p(x). Vi ser att p(0) = 1, och att p(1) = 0, samt att
p(2) = 2. Saledes giller det att 1 dr den enda roten till p(x) i Zs . Vi faktoriserar nu p(z) och borjar med
att dela p(z) med polynomet z—1 och om vi utfér polynomdivision sa far vi att p(x) = (z—1)(z* +2+2).
Vi vill nu underséka om vi kan faktorisera polynomet g(x) = 2* + x + 2 ytterligare. Vi ser enkelt att
q(x) saknar rotter. Detta innebér att om g(x) ej ar irreducibelt s& méste ¢(x) vara en produkt av tva
polynom av grad 2. Sa vi later 7(x) = az® +bx +¢, och s(x) = dw? +ex + f for nagra a,b,c,d, e, f € 73
och antar att q(z) = r(x)s(z). Efter lite eftertanke ser vi att vi kan anta att att a = d =1, och vi far
da fran likheten ¢(x) = r(z)s(x) foljande ekvationssystem:

e+b=0
eb+c+f=0
bf +ec=1
cf =2.

Vi ser att av ekvationen cf = 2 sa maste en av c eller f vara lika med 2, den andra vara lika med 1;
antag nu utan forlust av generalitet att ¢ = 2, f = 1. Vart ekvationssystem blir da, med detta val av ¢

och f:
e+b=0
eb=0
b+2e=1.
Vi har da att e = —b, samt att eb = 0, vilket ger att e = b = 0. Da sdger var sista ekvation att

b+2e=0+2-1=0=1, vilket &r en motségelse eftersom att 0 # 1 i Zz . Detta innebér att ¢(z) ar
irreducibelt, si att faktoriseringen av p(z) i irreducibla faktorer &r (z — 1)(z* + x + 2).

2. Lato=(176329105)(4118) och 7=(15)(37)(42)(611)(8 10 9) vara element i den symmetriska
gruppen Si.

(a) Bestim o~! och 72 pa cykelform. 1p

(b) Bestdm ordningen av o och 7o. 2p

(c) Existerar det ett k > 0 sa att ekvationen yo* = 7 med € S1; har en 16sning? Om det existerar

en 10sning, skriv ner en 16sning, och om ingen 16sning existerar, bevisa att ingen 16sning finns. 2p

Lésning: Vi ser enkelt att o~1 &r permutationen (51092 3 6 7 1)(8 11 4) (cykeldekompositionen av
o~ ! fas fran os cykeldekomposition genom att “lisa baklinges"). For att berdikna 72 sa ser vi att alla
cykler av langd 2 i 7 kommer att ga pa identitetspermutationen i 7, och vi behover da bara berdkna



vad (8 10 9)? &r for nagot, och vi ser att detta &r (8 9 10), sa att 72 = (8 9 10). Vi bestdmmer nu
ordningen av o genom att notera att o har cykeltyp [3!,8!] och av en kiind sats éir da ordningen minsta
gemensamma multipeln av 3 och 8, vilket &r 24. Om man sedan berdknar 7o i cykelform sa far man
att 7o = (1346 7 11 10)(2 8) och denna permutation har ordning 14, av samma resonemang som
tidigare.

Det som nu kvarstar ér att bestimma om det existerar ett k > 0 s& att ekvationen yo* = 7 har en
16sning. Vi multiplicerar bada led till héger med v~! och far da yo*y~! = 7. Vi ser att pastaendet:
det existerar ett £ > 0 s& ekvationen har en l6sning, &r ekvivalent till pastaendet att det existerar ett
k > 0 sa att o* och + har samma cykeltyp. Man noterar att for att se hur o*s cykeltyp varierar da k
varierar, sa ir det nog att studera cykeltyperna av of och o§ da k varierar, dir oy = (17632910 5)
och o9 = (4 11 8). Vi ser da att of = (1 2)(3 5)(6 10)(7 9) och att o5 = (4 11 8). S&, om k = 4 sé ser vi
att det existerar en 16sning; vi gar nu vidare med att finna en 16sning. Beviset av Sats 12.5 i Biggs ger
oss en metod for hur vi kan hitta « : idén ar att konjugering med ~ &r ett sorts basbyte. Vi definierar
7 genom regeln (1) = 1,7(2) = 5,7(3) = 3,7(5) = 7,7(6) = 6,7(10) = 11,7(7) = 4,7(9) = 2,7(4) =
8,7(11) = 10,74(8) = 9. I cykelform kan vi skriva v = (257 4 8 9)(10 11). Vi ser d att yoly~t = 7.
Notera att v ej dr unikt bestdmd, sa det existerar fler val av v som 16ser ekvationen.

3. Lat G, H vara tva grupper och f : G — H en homomorfi mellan G och H (kom ihag att f &r en
homomorfi precis da f(gh) = f(g)f(h) for alla g, h € G). Kalla identitetselementet i H for ey.

(a) Definiera ker f = {g € G|f(g9) = en}. Bevisa att ker f &r en delgrupp av G. 3p

(b) Bevisa att om H &r abelsk (kursboken kallar sddana grupper kommutativa), d& ar
ghg™'h™' € ker f

for alla g, h € G. 2p
Lésning: Vi bevisar att ker f dr en delgrupp genom att anviinda oss av delgruppstestet, det vill
siga, vi visar att om g,h € ker f sa giller dven att gh~! € ker f. Vi noterar att f(gh™!) =
f(g)f(h™1). Av antagande vet vi att f(g) = em, och eftersom att f(h™1) = f(h)~! si ser vi att
f(h™1) = ey, vilket ger att, eftersom ey dr identitetselementet i H, att f(gh™') = eg, och detta
betyder att gh~! € ker f. Saledes #r ker f en delgrupp.

Om vi nu antar att H &r en abelsk grupp sa har vi, per definition, att xy = yx for alla z,y € H,
vilket #r ekvivalent till pastaendet att zyz—'y~' = ey for alla z,y € H. Om ¢,h € G s ser vi
alltsa att f(ghg™'h=1) = f(9)f(h)f(g)~1f(h)~! = eg, vilket betyder att ghg~*h~! € ker f, och
det var vad vi ville visa.

4. Lat C vara den linjira kod som definieras av checkmatrisen

01 1001
001 011
101 1 11
1100 01
(a) Finn alla kodord i C' och berdkna det minsta avstandet for C. 3p

(b) Lat nu C C Z3 vara en godtycklig linjar kod som definieras av en checkmatris H. Bevisa att
det minimala avstandet for C' ar lika med det minimala antalet kolumner av H som &r linjért
beroende. Kom ihdg att element vy, vs,...,v, € Zj &r linjirt beroende precis da det existerar
element aq, as,...,a, € Zs, inte alla lika med noll, s& att ayvy + asvs + - - + anv, = 0. 2p

Lésning: Vi borjar med att finna alla kodord i C' genom att berdkna nollrummet (alternativt, kiirnan)
av matrisen ovan. Vi radreducerar var matris, vilket inte paverkar nollrummet, for att fa

100 0 1 1
01 0010
001011
000111



Om vi da later v € Zg,vt = (171 To X3 T4 Iy x6) sa ser vi att v ligger i nollrummet om och
endast om x1 = x5+ xg, Lo = T5, T3 = T5 + Tg, T4 = T5+ Tg, medan x5 och xg &r fria variabler. Séledes
kommer nollrummet innehalla 4 element, och vi ser att

C ={(0,0,0,0,0,0),(1,1,1,1,1,0),(1,0,1,1,0,1), (0,1,0,0,1,1)}.

Fran detta ser vi att det minsta avstandet ar 3, eftersom att enligt sats vi gatt igenom pa kursen, sa
ar minsta avstandet av en linjar kod C precis samma som minsta vikten (Biggs kallar detta weight)
av ett nollskilt element av C.

Vi bevisar nu (b). Vi anvéinder oss aterigen av att minsta avstandet av en linjér kod C' &r detsamma
som den minimala vikten av ett nollskilt element i den linjdra koden C. Antag att z € C &r ett
element si att w(x) = §(C), dir w(x) ar vikten av x, och 6(C) dr det minsta avstandet. Vi kan skriva
T = Z?:l bie; for ndgra b; € Zy, dér e; € Z% ar den i:te basvektorn i standardbasen, dvs. det element
vars enda nollskilda koordinat &r i position . Per definition av att H &r checkmatrisen fér C' sé géller
det att Hx = 0, men, & andra sidan har vi att

i=1 i=1

Eftersom att H(e;) dr precis den i:te kolumnen av H sa ser vi att 6(C') ar storre &n eller lika med det
minimala antalet linjart beroende kolumner av H. Sig att det minsta antal kolumner av H som &r
linjart beroende &ar k. Lat oss d& vélja k linjart beroende kolumner, sdg att den forsta &r kolumn 44,
den andra &r kolumn i, och sa vidare fram till kolumn 7. Om vi da later y = Z’;l e;; sa far vi att
Hy = 0, men ocksa att y har vikt k. Séledes géller det att det minsta antalet linjért beroende kolumner
av H &r storre dn eller lika med §(C), s& av vad vi tidigare har visat ar dessa tva kvantiteter lika.

5. Betrakta figuren:

Lat X vara méngden av farglaggningar av varje kvadrat i denna figur med en av 10 farger, sa att
atminstone tva av kvadraterna har farglagts med samma farg.

(a) Vad &r kardinaliteten av X7 1p

(b) Kvadratens symmetrigrupp, som bekant bestar av atta element, verkar pd X. Bestdm antalet ele-
ment i fixpunktsméngderna for varje element i gruppen. (Svaret ska, precis som vanligt, motiveras
noggrant.) 3p

(c) Bestdm antalet banor, dvs. antalet ekvivalensklasser av fargliggningar av kvadraterna i figuren
ovan, dir tva brickor anses ekvivalenta om de gar att overfora i varandra genom vridning eller
vandning. 1p

Lésning: Det finns atminstone tva vis for att berdkna kardinaliteten av X, ett av dessa sitt ar addi-
tionsprincipen. Om man véljer att anvinda additionsprincipen beh6ver man resonera kring olika delfall,
s& vi berdknar for enkelhets skull kardinaliteten med en enklare metod: vi har att antalet fargningar
dér ingen fargning férekommer fler 4n en gang &r lika med 10-9 -8 - 7, sa vi far att kardinaliteten av
X #r 10* —10-9-8 -7 = 4960. Lat oss kalla kvadratens symmetrigrupp fér Dg och vi skriver
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déir e dr symmetrin som inte gor nagonting, ¥ r rotation 90 - k grader medsols, s; &r spegling i den
vertikala axeln, s, dr spegling i den horisontella axeln, s3 &r spegling i axeln som gar fran det Gversta
vanstra hornet till det nedersta hogra hornet, och s4 &r spegling i axeln som gar fran det 6versta hogra
hornet till det nedersta vinstra hérnet. Om vi kallar méngderna av farger for F = {Fy, F»,..., Fio}
ser vi att vi kan representera varje element av X som en fyrtupel (F;,, Fi,, Fi,, F;,) dér F;, &r firgen i
det &versta vénstra hornet, F;, ar fiargen i det &versta hogre hornet, och sa vidare. Vi kan nu naturligt
tdnka oss att Dg verkar pd méngden av saddana fyrtupler dar atminstone tva koordinater &r samma.

Vi vill nu berdkna fixpunktsméngderna av denna verkan. Det géller saklart att alla firgningar fixeras
av identitetssymmetrin, sa att | X¢|= 4960. Vi undersoker nu fixpunktsméngderna for rotationerna. Vi
har att

r(Fiys Fiys Fig, Fiy) = (Fiys Fiy Fiy Fiy),

sa om en firgning skall vara fix av r sa maste F;, = F;, = F;, = F;,. Da giller att de enda
féirgningarna som fixeras av r dr de da alla firger dr samma, sa |X"|= 10. Vi fortséatter och ser att
r2(F;,, Fi,, Fi,, Fi, ) (Fy,, Fi,, Fi,, F},), i om denna firgning ér fix av r? maste Fy, = F;,, Fi, = F},.
Vi ser da att [ X7 |= 102. P4 samma vis som vi resonerade for fixpunktsméngden av r s far vi att
| X r |= 10. Vi undersoker nu fixpunktsméngderna for speglingarna. Det géller att s1 (F;, , Fi,, Fi,, Fi,) =
(Fy,,F;,, F;,, F;,) si att | X*1|= 102. Om man beriknar att so(F,, Fiy, Fiy, Fi,) = (Fiy, iy, Fiy, Fiy)

inser man snabbt att |X*2|= 10%. Eftersom att s3(F},, F},, F},, F;,) = (Fi,, Fi,, Fi,, Fi,) s om denna
firgliggning &r fix av s3 méste F;, = F;,. Av additionsprincipen féljer da att |X*2|= 103. PA samma

vis far man att |X*¢|= 103. Vi har nu beriiknat alla fixpunktsmiingder.

Slutligen hittar vi antalet banor fér denna verkan, och detta antal hittar vi med Burnsides lemma. Om
1
vi applicerar Burnsides Lemma sé far vi att | X/Dg|= §(4960+10+102+10+102+102+103+103) = 910,

s& antalet ekvivalensklasser ar 910.

. Atta vénner skall fta mat pa en picknick. De matriitterna som de har tagit med sig ar falafelrulle,
hamburgartallrik och pizza.

(a) Antag att de atta vinnerna har med sig ett obegransat antal av varje ritt. Sig att person A,
som ingar i gruppen av vanner, vill plocka pé sig, pa en gang, 5 portioner av dessa ratter. P4 hur
manga vis kan hen gora detta? (For att klargora: Vi bryr oss inte om vilken ordning person A
har valt ratterna pa, utan det viktiga adr endast antalet av varje ratt som féorekommer i hens val
av 5 portioner). 2p

(b) Antag nu istéllet att det finns precis tva falafelrullar och tre stycken hamburgartallrikar, och det
finns ett obegransat lager av pizza. Varje person i gruppen skall ta av exakt en matréatt. Pa hur
manga vis kan vénnerna ta varsin ritt sé att varje matrétt har valts av atminstone en person?
(Ditt svar far innehalla kombinatorisk standardnotation fran kursen, som ej beh&ver
beridknas eller férenklas, men maste motiveras tydligt. ) 3p

Losning: Vi borjar med (a). Lat z; vara hur manga Falafelrullar som person A véljer, zo hur manga
hamburgartallrikar person A véljer, och x3 antalet pizzor som véiljs. Da ser vi att x1 + o +x3 = 5. Vi
ser att man da kan omformulera problemet som att sdka efter antalet icke-negativa heltalslosningar till
ekvationen z1 + x2 + x3 = 5. Av en sats vi har gatt igenom pa denna kursen, sa dr antalet l6sningar

1) = ).

Vi loser nu (b). Det finns flera sétt att 16sa denna uppgift pa, och kanske dr den enklaste metoden
att helt enkelt anvinda additionsprincipen och resonera om olika fall (man far sex olika fall). Vi
véljer istéllet att 16sa problemet med hjélp av inklusion-exklusion och Stirlingtal. Vi kan omformulera
problemet som att bestdmma antalet surjektiva funktioner

f:{1,2,...,8} — {Falafelrulle, Hamburgartallrik, Pizza}

sa att:



(1) Antalet element ¢ € {1,...,8} s att f(i) = Hamburgartallrik, 4r mindre &n eller lika med tre
(2) Antalet element ¢ € {1,...,8} s att f(i) = Falafelrulle, &r mindre &n eller lika med tva.

Lat X vara méngden surjektioner f : {1,2,...,8} — {Falafelrulle, Hamburgartallrik, Pizza}, och 14t
Xr vara méingden surjektioner si att antalet 7 sd att f(:¢) = Falafel ar storre &n eller lika med 3, och
X g vara méangden surjektioner s att antalet ¢ s& att f(¢) = Hamburgartallrik &r storre dn tre. Vi vill
berikna | X \ (Xr U X )| och vi berdknar nu |X|, [Xp U Xg|; vi berdknar kardinaliteten av den senare
méngden genom principen om inklusion-exklusion.

Av Sats 12.3.1 i Biggs s kan vi berékna att | X|= 5(8,3)-3!. For att berdkna S(8, 3) (vilket man inte
behéver gora for att f& full podng pa uppgiften) s& anvinder vi rekursionsformeln och far S(8,3) = 966,
vilket ger, om man vill, att |X| = 966 - 3!. Vi vet att

|XF UXH|: |XF|+|XH‘*|XF ﬂXH|,

s& vi borjar med att berdkna |Xg| och ser att detta ar lika med

(i) S(5,2) - 2!+ (i) S(4,2) 2!+ (i) S(3,2)2! + <2) 5(2,2) - 2!

Viser att S(5,2) = 15,5(4,2) =7,5(3,2) = 3,5(2,2) = 1 genom att anvéinda oss av rekursionsformeln
for Stirlingtal. Detta ger att

8 8 8 8
Xrl= 15 - 2! 72! 3-2! 2!
Xr (3> +(4> +(5> +(6>
P& samma vis far man att

| X |= CD 5(4,2) - 2! + (i) 5(3,2) - 2! + (2) 5(2,2)2! = <i) 7204 <§) 3214+ @) 2!

Vi berdknar nu | X N Xg|. De surjektiva funktionerna i Xp N X g satisfierar alltsi att

(1) antalet element ¢ € {1,...,8} s& att f(i) = Hamburgartallrik, &r storre &n eller lika med fyra
(2) antalet element ¢ € {1,...,8} s& att f(i) = Falafelrulle, &r storre &n eller lika med tre.

Sa vi ser att |[Xr N Xy|= (,5,) = 2%, da en sidan funktion bestims unikt nir vi bestémt vilka

element som skall avbildas pa hamburgartallrikar, vilka element som skall avbildas pa falafelrullar, och
vilka som skall avbildas pa pizza. Saledes &r, enligt principen om inklusion-exklusion

Xr U Xg| = ((i) S(5,2) - 2! +(i>s<4,2> . 2!+<§) 5(3,2) - 2! +(2> 5(272)2!)
+ ((i>5(4,2) - 2!+<§)S(3,2) - 2!+(2> S(2,2)2!) - %,

och om man skriver det i siffror far man (vilket man inte behover gora for att fa full podng) att detta

8 8 8 8 8 8 8 8!
.21 .91 .91 | .91 .21 )] — —
((3)15 2.+<4>7 2.+<5>3 2.+<6>2.)+<<4)7 2.+(5>3 2.+(6>2.> TETR
Om man berdknar detta sa dr det lika med 4144. Vi berdknar slutligen att | X \ (Xp U Xg)| &r lika
med
S(8,3)-3!— X S(5,2) - 21+ ® S5(4,2) -2+ i S5(3,2) - 214+ ® S5(2,2)2!
) 3 ) 4 ) 5 ) 6 ) (1)

n ((i) S(4,2) - 2!+(§) S(3,2) - 2!+<2> 5(2,2)2!) - 4?;,) .

Detta kan ocksé skrivas som 1652.



