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1. Betrakta o =(14685), 7= (18)(279)(35) och m =(13)(25)(4 6) som element i den symmetriska

gruppen Sy.

(a) Bestdm pariteten av o,7 och m, dvs. bestdm f6r var och en av dessa permutationer, om de &r
jamna eller udda. 1p

(b) Kan du hitta ett v € Sy sa att likheten y20y7y = 7 giller? Om det existerar ett -, skriv ner det,
och om ingen 16sning existerar, bevisa att ingen 16sning finns.
(Ledtrad: anvénd foregéende deluppgift) 2p

(¢) Kan du hitta ett v € Sg sa att likheten yoy = 7 géller? Om det existerar ett v, skriv ner det, och
om ingen losning existerar, bevisa att ingen 16sning finns. 2p

Losning: Det ar enkelt att se att ¢ och 7 &r jimna permutationer, medan 7 dr en udda permutation.
Nu, oavsett val av 7, s& ar uttrycket 7v20y77 en jimn permutation. A andra sidan s& &r 7 en udda
permutation, s& vi ser alltsa att ingen 16sning existerar.

For att 16sa ekvationen yoy = 7 s& borjar vi med att multiplicera bada leden med o for att fa
oyoy = o1. Vi siitter nu = oy och ser att var ekvation da ser ut som x? = o7. Vi berdknar nu att
ot =(14685)(18)(279)(35)=(153)(279)(6 8 4). Visoker alltsa en kvadratrot av o7 och
man ser att man kan ta x = (1 3 5)(6 4 8)(2 9 7). Eftersom att x = o sa ser vi att v = o~z =
(58641)(135)(648)(297)=(13846)(297). Viser att séledeséry = (13846)(297) en losning.

Om man vill kan man kontrollera: (13846)(297)(14685)(13846)(297)=(18)(279)(35).

(a) Los ekvationen g2°'® =11 Zy; . 3p
(b) Los ekvationen 52197 = 75 i Zos . 2p

Lasning: Viser att p(21) = 12, och 2018 = 2 mod 12, s& av Eulers sats s ar var ekvation till ekvationen
g? =11 Zy; . Vi flyttar ver 1 och ser att vi vill finna g sd att g> — 1= (g —1)(g+1) =01 Zg; . For
att (9 —1)(g+ 1) =01 Zg; sé& ser vi att det kan hénda precis da antingen g = £1 i Zy; (eftersom att
da ar nagon av faktorerna noll), eller d& produkten av faktorerna (g —1)(g + 1) ar delbar med 21, men
g—1och g+ 1 &r ej delbara med 21. Alla 16sningar skilda fran 41 i Zo; fas alltsa genom att hitta ett
heltal g mellan 1 och 21 sa att nagon av foljande tva fall intréffar :

(a) g — 1 ar delbart med 3 och g + 1 &r delbart med 7
(b) g —1 &r delbart med 7 och g + 1 &r delbart med 3.

Vi ser att det enda g som uppfyller det forsta fallet &r g = 13 och det enda som uppfyller det andra
fallet &r g = 8. Saledes dr g = 8 och g = 13 de andra 15sningarna till ekvationen g2 = 11i Zo; .

For den andra deluppgiften sa vill vi finna alla g s& att 5-g?197 = 75 i Zyg5 . Vi noterar att 205 = 5-41
och borjar dirmed att 16sa ekvationen g2197 = 151 Z,; . Vi ser att da ¢(41) = 40 och 2107 = 27 mo-
dulo 40, att vi vill 16sa ekvationen ¢27 = 15 i Z,; . Vi hittar en invers till 27 i Z4y genom att anvinda
Euklides algoritm (eller ser pa en gang) och far att 3 &r inversen. Saledes kan vi 16sa ekvationen genom
att berikna (¢27)? = g = 15% = 13 i Z4; . Alla 16sningar till ekvationen 5g%°7 = 75 #r pa formen
g = 13 4+ 41k, sa vi ar nu klara.



3. Lat G vara en grupp och lat H och K vara tva delgrupper. Definiera en relation mellan element g1, go
i G pa foljande sétt:

(a)
(b)

g1Rgo <= det existerar h € H och k € K sa att hg1k = g».

Bevisa att R &r en ekvivalensrelation 3p
(Det &r viktigt att du tydligt motiverar de pastdenden du gor i denna deluppgift )

Lat nu G = S, vara den symmetriska gruppen pa 4 element och lat H vara delgruppen genererad
av (1 2 3) och lat K delgruppen genererad av (2 3 4) och lat G/R vara ekvivalensklasserna
som vi far om vi anvidnder den ovan definierade relationen. Finn ekvivalensklassen innehallandes
identitetselementet av G. Ar ekvivalensklassen innehéallandes identitetselementet en delgrupp av
G? 2p
Lésning: Vi bevisar att R &r en ekvivalensrelation. Om ¢; € G sa har vi trivialt att g; Rg; da vi
kan vélja h och k till att vara identiteten. Vi visar nu att R &r symmetrisk: om g3 Rgs sé har vi att
det existerar h € H och k € K s att hgik = g, men vi ser di att g; = h=tgok™!, och eftersom
att H och K ar delgrupper sa har vi att detta ar en symmetrisk relation. For att se att den ar
transitiv: om g1 Rgo och goRgs sé finns hq, ho € H, k1, ko € K sa att higi1k1 = g2 och hogoks = g3,
s& man ser snabbt att hohigi1kike = g3 och eftersom H och K &r delgrupper sa foljer transitivitet.

Det géller generellt att om H och K &r delgrupper att méngden HK = {hk|h € H,k € K} ar
ekvivalensklassen innehallandes identitetselementet av G. 1 vart fall har denna méngd 9 element
och elementen &r

{e,(123),(132),(234),(243),(12)(34),(124),(134),(13)(24)}.

Vi har att HK é&r ej en delgrupp i detta fall. Det finns flera sétt att se det pa: allra enklast dr att
anvinda Lagranges sats som séger att om H K vore en delgrupp sa skulle ordningen av HK dela
ordningen av GG, men 9 delar inte 24, s4 HK &r ingen delgrupp av G. Det gar ocksa att vara mer
explicit och se att HK ej ér sluten med avseende pa gruppoperationen: (12 4)(123) = (14)(2 3)
som ej ligger i HK.

For var och en av fallen nedan, avgoér huruvida det finns en graf med sex horn som har valenserna

e (2,3,4,44)5)

o (1,22,2,2,4)

e (1,2244)5)
Om en graf med de givna valenserna existerar, konstruera grafen. Om en graf med de angivna
valenserna ej existerar, bevisa detta. 3p

En graf med &tta horn har valenserna (1,2,2,3,5,6,6,2) dir vi antar att a &r ett heltal som
uppfyller 1 < x < 5. Vilka virden pa x &r mdojliga i detta intervall? Bevisa dina pastaenden, s
om du havdar att en graf med ett specifikt x existerar, konstruera ett exempel, och om du hévdar
att ett visst virde pa z inte gar, bevisa detta. 2p

Losning: Det existerar ingen graf vars horn har valenser (1,2,2,2,2,4) eftersom att summan av valen-
serna ar 13 och vi vet att summan av valenserna maste vara ett jamnt tal. Det finns ingen graf som har
valenserna (1,2,2,4,4,5). Exempelvis kan man se att om en sddan graf existerar, s& méste det finnas
en graf som har valenserna (1,1, 3, 3), och da méaste det finnas en graf som har valenserna (0,0, 2), men
detta kan siklart inte intriffa. For att se om en graf med valenserna (2, 3,4, 4,4,5) existerar s ser vi
att en sddan graf existerar om och endast om en graf med valenserna (1,2, 3,3, 3) existerar. I sin tur
ser man att en av hornen med valens 3 maste ga till hornet valens 1 sa en sadan graf existerar om och
endast om en graf med valenserna (0, 2, 2, 3, 3) existerar och en sddan graf konstruerar man enkelt.

Vi l6ser nu det andra problemet. Notera att summan av valenserna ér 14+2+4243+5+6+6+z = 25+,
sa eftersom att summan av valenserna skall vara ett jamnt tal, s& maste z vara udda, sa vi ser att



x potentiellt kan vara 1,3,5 (7 exkluderas da det ej ligger i intervallet). Vi testar for olika fall och
borjar med da x = 1. Vi hdvdar att z = 1 inte gar. Ty vi noterar att om en graf har valenserna
(1,1,2,2,3,5,6,6) s& kan hogst 9 kanter fran de fyra forsta hornen gé till de tre sista hornen. Men &
andra sidan s& maste minst 11 kanter ga fran de tre sista hornen till de fyra forsta hérnen, vilket ar en
motségelse. Vi underséker nu huruvida en graf med valenserna (1,2,2,3,3,5,6,6) existerar. Man kan
konstruera detta genom att t.ex. anta att hornet med valens 1 &r kopplad till ett horn med valens 6 och
ser da att en sidan graf existerar om och endast om en graf med valenserna (2,2,3,3,5,5,6) existerar.
Man noterar att en sddan graf existerar om och endast om en graf med valenserna (1,1,2,2,4,4)
existerar. Vi noterar att i en sadan graf sa kan inte ett horn av valens 4 ha kanter till bada hérnen med
valens 1, ty da skulle det andra hoérnet med valens 4 ha for méanga kanter for att kunna distribuera
over de kvarvarande. Sa en graf med valenserna (1,1,2,2,4,4) existerar om och endast om en graf med
valenserna (1,1, 1,3) existerar och en graf med dessa valenser ar véldigt enkel att konstruera. Saledes
gar x = 3. Vi undersoker nu fallet da x = 5, och undrar da alltsa 6ver huruvida en graf med valenserna
(1,2,2,3,5,5,6,6) existerar. Notera att fran de forsta fyra hornen kan det hogst ga 8 kanter till de fyra
sista. Men & andra sidan sd maste atminstone 10 kanter fran de sista fyra hornen ga till de fyra forsta,
vilket dr en motsagelse.

5. Antag att du har 1000 urnor som alla ar lagda péa en rad. Du skall nu ligga in 811 (identiska) bollar
i dessa urnor och ingen urna far innehalla fler &n en boll. Méaste det finnas en grupp av atminstone 5
stycken pa varandra direkt efterféljande urnor som alla innehaller en boll? o5p
Lésning: Vi numrerar ladorna i ordning fran 1 till 1000, nér vi tdnker att nummer 1 avser urnan som
ar lagd langst till vinster, den med nummer 2 &r den efterféljande direkt till hoger, och sa vidare. Vi
delar nu in {1,2,3,...,1000} i partitionerna

{1,2,3,4,5} U {6,7,8,9,10} U {11,12,13,14, 15} . .. U {996, 997, 998, 999, 1000}

Vi har da 200 stycken olika partitioner och vi ser att vart resultat foljer av postfacksprincipen, sa att
det existerar en sadan grupp.

6. (a) Hur manga omordningar av bokstéverna i ordet "UNDULATUNDRAN" innehéller inte delordet

ULURU? 2
(b) Hur ménga omordningar av bokstéverna i ordet "UNDULATUNDRAN" innehéller delordet DUN
exakt en géng, men innehaller inte delorden ULURU eller RATA? 3p

(Dina svar far innehalla kombinatorisk standardnotation fran kursen, som ej beh&ver
beridknas eller férenklas, men maste motiveras tydligt. )

Losning:

Vi bérjar med att 16sa den forsta deluppgiften. Vi ser att det finns tre stycken U:n, tre stycken N, tva
stycken D:n, tva stycken A:n, ett L, ett T och ett R. Vi har da att det finns (3?}322) olika sétt att omordna
bokstéverna i ordet. Om vi later X vara mingden av alla omordningar av bokstéverna i ordet och om Xy, ar
méngden vars element &r omordningar som innehéller delordet ULURU, s& &r kardinaliteten vi ar ute efter

| X = XvLl

Det &r enkelt att se att antalet omordningar som innehaller delordet ULURU &r samma som antalet
omordningar av “bokstéverna” ULURU, N,N,N,D.D,A A T och av en sats vi gatt igenom pa kursen ser man
att det finns ( sadana omordningar. Saledes &r antalet ord som inte innehaller delordet ULURU

13 9
<3,3,2,2> - (3,2,2> — s

For att 16sa den andra uppgiften sa later vi Ypy vara antalet omordningar som innehaller delordet DUN
exakt en gang och Ypyo vara antalet omordningar som innehaller delordet DUN exakt tva ganger . Vi ser
da att antalet sitt att omordna bokstdverna DUN, U,U,N,N,D,A AL, TR 4 samma som Ypy1 + 2Ypys.

32,:2)



Antalet sétt att ordna om dessa pa ar (2121 2). A andra sidan ser man att antalet sétt att omordna DUN,DUN,

N,U,AJAL, TR & samma som Ypya, sa att Ypys = (292). Vi ser da att

11 9
Ypu, = (27272) — 2(2’2> = 4808160.

Vi vill nu berékna antalet omordningar ddr DUN férekommer exakt en gang men dar ULURU och RATA ej
forekommer. Vi later nu Zyp vara miangden omordningar som innehaller DUN exakt en gang och innehaller
ordet ULURU, och Zr 4 vara méngden omordningar som innehaller DUN exakt en gang och innehéller ordet
RATA. Vi vill berékna |Ypy1|—|Zur U Zga| och vi anvéinder inklusion-exklusion. Vi borjar med att notera
att ULURU och DUN inte kan forekomma samtidigt, d& det bara finns tre stycken U:n, s& |Zy|= 0. For att
berdkna Zgr 4 sa later vi Zgao vara de omordningar av bokstédverna sa att DUN férekommer exakt tva ganger
och sa att RATA forekommer. Det finns (;}2) vis att omordna bokstidverna DUN, N,N,RATA,L,U,U,D och

vi ser alltsd att (282) = |Zra|+2|ZRa2| och man berdknar att Zr4o har kardinalitet
6!
aa

sa att

8
Zpal= — 6= 9360.
| ZRal <2’ 2) 6! = 9360

Man ser nu att Zy; N Zra = 0, s& att antalet omordningar som innehaller delordet DUN exakt en gang
och ej innehaller delorden ULURU eller RATA é&r

(2,2,2> <2,2) (<272) 6!) = 4808160 — 9360 = 4798800



