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Hjilpmedel: Inga hjalpmedel ar tillatna. 15 poing, inklusive bonus, ger garanterat betyg E.
Motivera alla 16sningar noggrant.

1. Pa hur manga vis kan du placera ut 33 stycken identiska bollar i tre stycken identiska lador, om lador
dessutom far vara tomma? (Alla bollar méaste alltsa placeras ut i nagon lada, men lador far vara tomma.
Sa det &r OK om en lada innehaller 33 bollar, resten ingen boll, eller om en innehéaller 30 bollar, en
annan tre bollar och den sista ingen boll). 5p
(Dina svar for denna uppgift far innehalla kombinatorisk standardnotation fran kursen,
som ej behover beriknas eller forenklas, men méaste motiveras tydligt. ) Losning: Vi anvinder
Burnsides lemma. Antalet icke-negativa heltalslosningar till ekvationen

o1 + 79 + 73 = 33 (1)

ger antalet sitt att distribuera 33 identiska bollar i distinkta lador. Vi later nu gruppen Ss verka pa
16sningarna till ekvation (1) som féljande: Om 7 € S3 och (a1, as,a3) € N3 loser ekvationen s #r
m(ai, az,a3) = (A1), Gr(2), Gr(3)). Antalet ekvivalensklasser under denna gruppverkan kommer da att
vara antalet sétt att placera ut 33 stycken identiska bollar i tre stycken identiska lador. Lat Y vara
méngden av 16sningar till Ekvation 1 s att, |Y| = (325). Om nu e &r identitetspermutationen, sa &r
|Ye| = (325). Om 7 = (12) s& ser vi att en losning (a1, ag, a3) ar fix under verkan av 7 om och endast
om a; = ag, sa vi sOker antalet 16sningar till ekvationen 2x; + x3 = 33. For varje udda z3 mellan 1
och 33 sa har denna ekvation en unik 16sning, sa det finns totalt 17 olika 16sningar med a1 = ao, vilket
ger att |Y™| = 17. P4 samma vis far man att om 7 = (23), eller 7 = (13) att |Y™| = 17. Om 7 &r en
3-cykel, t.ex. m = (123) s& ser man att en l6sning (a1, as, as) ar fix om och endast om a; = as = as, sd
vi soker da antalet 16sningar till ekvationen 3xz; = 33, och denna har den unika I6sningen x; = 11. Av
Burnsides lemma sa &r antalet ekvivalensklasser

(%) +3-17+2

= 108,
6
vilket alltsa &r svaret.

2. (a) Los ekvationen (3z 4 2)(x +2) =01 Zss. 3p
(b) Los ekvationen 2204° +7 =91 Z3,. 2p
Lésning: For att 16sa a) sé noterar vi att x = —2 &r en 18sning, och om vi kan 16sa ekvationen 3z+2 = 0

i Zss sa far vi en annan 16sning. Vi kan notera att 12 -3 = 1 i Zgs5,s4 om vi multiplicerar med 12 far

vi att * +24 =0, dvs. x = —24 = 11. S& x = 11 &r dven en 16sning. Slutligen skulle 16sningar kunna

uppkomma genom att 3x + 2 &r en multipel av 5 och att x + 2 &r en multipel av 7, eller vice versa, men
ingen dr en multipel av 35. Vi ser att om 3x + 2 skall vara en multipel av 7 sa &r « pa formen 7n +4 for
nagot n, och sa i Zgs ar de olika 16sningarna 4, 11, 18,25, 32. P4 samma vis ser man att om x + 2 skall
vara en multipel av 5 s dr x pa formen 3 + 5n, sa ar alltsd modulo 35 antingen 3, 8,13, 18,23, 28, 33.
De enda gemensamma virdena i denna lista &r x = 18, sa att 18 &ven dr en 16sning. Om man gor
samma argument med att x + 2 skall vara en multipel av 7 och 3z + 2 en multipel av 5 s& ser man att
d& méaste z vara 26 modulo 35. Sa losningarna ar —2, 11,18, 26.
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For att nu 16sa ekvationen i b) sa subtraherar vi med 4 i bada led och noterar sedan att 2045 = 29
modulo 36, sa av Fermats lilla sats #ir ekvationen ekvivalent till 2% = 2. Vi vill nu hitta ett d s att
29d = 1 modulo 36, ty isadanafall s& kan vi héja upp till d i bada led och fa 16sningen till var ekvation.
Vi vill alltsa 16sa den diofantiska ekvationen 29d 4 36n = 1, som vi anvdnder Euklides algoritm for
att se har en partikulirlosning diir d = 5. Sa vi héjer upp bada led i 5 och far att x = 2° = 32. Sa
16sningen ar x = 32.

. Lat G vara en grupp. Tva element g1, go € G kallas for konjugata om det existerar ett element h € G
sé att hgith™! = go.

a) Bevisa att relationen “att vara konjugata” dr en ekvivalensrelation pa gruppen G. 2p
b) Om g1, g2, g3 € G, géller det att g1 g2gs3 alltid &r konjugat till gogszg:? 1p
¢) Om nu G ar symmetriska gruppen Sy, finn alla ekvivalensklasser for relationen dér tva element

ar ekvivalenta om de &r konjugata till varandra. 2p

Lisning: Vi visar a). Relationen ar reflexiv ty g1 ~ g1 eftersom vi kan ta h = e. Den &r dven sym-
metrisk, om hgh~! = go sa dr g; = h™'goh. Slutligen om hgih™! = g5 och kgok™' = g3 sa ser vi att
khgi(kh)~! = g3, s relationen #r dven transitiv.

For b) sa ar det sant. Ty om vi later h = gfl s& har vi att hg1g293h™! = ga2gsg1. For c) sa har vi av
kéind sats fran kursen att tva permutationer &r ekvivalenta om och endast om de har samma cykeltyp.
De mojliga cykeltyperna ar att det antingen ar en enda 4-cykel, tva 2-cykler, en 3-cykel, fyra 1-cykler,
eller en 2-cykel, sa detta ger ekvivalensklasserna.

. Lat C vara den linjara kod som bestams av checkmatrisen

100 0 001

001 0011

1 1101 0 O

00 0 1 1 00
a) Hitta alla ord i C. 1p
b) Hur méanga fel rattar C7? som mest? Kom ihag att det &r viktigt att visa att C réittar exakt det
antal fel du pastar. 2p
¢) Antag att meddelandet z = (1,0,1,1,0,0, 1) endast har ett fel. Rétta z. 2p

Lésning: Viradreducerar, vilket ej paverkar de ord som ligger i C' och far att matrisen efter radreduktion
ar

100 0 0 0 1
001 0011
01001 10])"
0001 1 0O

dvs. orden i C &r de (z1, 2, x3, T4, T5, T, T7) & att 1 = x7, 23 = g + T7, T2 = T5 + Tg, T4 = Ts.
Saledes fas alla ord genom att lata x5, zg, x7 variera. Det finns atta ord och de ar d& alltsa

(0,0,0,0,0,0,0),(0,1,0,1,1,0,0), (0,0,1,1,1,1,0),(1,0,0,1,1,1,1),(1,1,0,0,0, 1, 1),

samt

(07 1’ 1’ 0) 07 170)’ (1707 17 0’ 07 07 1)7 (1’ 1) 17 17 1’ 0’ 1)'

For att hitta hur manga fel C rattar sa kan vi t.ex. hitta minimiavstandet mellan tva ord. Eftersom
det ar en linjar kod s& ar detta samma som minsta antalet ettor i ett nollskillt element. Vi berdknar att
det minsta antalet ettor &r tre, s detta dr minimiavstandet. Saledes vet vi att C' Atminstone rattar ett
fel och man kan t.ex. se att C' ej réttar tva fel, ty da av kénd sats i kursen sa skulle minimiavstandet



behova vara atminstone 5. Vi skall nu ritta meddelandet z = (1,0,1,1,0,0,1). Det finns flera sétt,
men vi kan helt enkelt notera att om M &r checkmatrisen, att MzT, dir T #r transponatet, dr lika
med (0,0,0,1)”. Detta innebér, eftersom att alla kolumner &r distinkta, att ett fel férekommer i den
fjarde positionen, si det riattade kodmeddelandet vi soker ar (1,0,1,0,0,0,1).

. Lat X = {A,B.C,D, ..., A,A 0}, dvs. X &r méngden av bokstiver i det svenska alfabetet (och X har
dérmed 29 element).

a) Hur manga “ord” pa tio bokstéver kan du bilda med hjilp av bokstéver fran X dér bokstaven
A hogst forekommer tre ganger? Bokstéaver far forekomma flera ganger i samma ord. 2p

b) Hur méanga “ord” pa 42 bokstéver kan du bilda med hjilp av bokstéver fran X déar delordet som
lyder: DENNATENTAARKUL forekommer, skrivet exakt sa, nagonstans i “ordet"? 3p
( Dina svar pa dessa uppgifter far innehalla kombinatorisk standardnotation fran
kursen, som ej behéver berdknas eller férenklas, men méaste motiveras tydligt. )

Lésning: For att 16sa a) si noterar vi att antalet ord dir A ej forekommer #r 289, antalet ord dir A
forekommer en gang dr 10 - 28” och antalet ord diir A forekommer tva ganger 10% - 28% och antalet ord
dir A forekommer tre ganger dr 103 - 287. Av additionsprincipen s finns det

2810 1+ 10-28° + 102 - 283 4+ 103 - 287 = 453254454575104

sadana ord.

For att 16sa b) sa noterar vi att DENNATENTAARKUL"innehaller 15 bokstiver. Det finns 28 platser
att placera ut “‘DENNATENTAARKUL” pa, det kan vara fran plats 1 till 28. Sa naivt skulle vi nu kunna
tro att det finns 28 - 2927 sadana ord, men vi dubbelridknar da det kan hénda att “DENNATENTAAR-
KUL” férekommer tva ganger. Vi behover alltsa subtrahera antalet sitt dir “DENNATENTAARKUL”
forekommer tva ganger. Det finns flera sétt att gora detta pa men enklast dr kanske foljande resone-
mang. Betrakta: « DENNATENTAARKULBDENNATENTAARKUL~y dér a, 8 och « éir “ord” av lingd
a,b och csaatt a+b+c+ 30 =42, dvs. a+ b+ ¢ = 12. For varje icke-negativ heltalslosning till ekva-
tionen a + b + ¢ = 12 sa har vi 2912 olika sitt att placera ut resterande bokstiver. Det finns (124) =91
16sningar till ekvationen a + b+ ¢ = 12, si att det finns 91 - 292 ord dir DENNATENTAARKUL f-
rekommer tva ganger. Saledes har vi att totala antalet ord diar “DENNATENTAARKUL” férekommer
Ar 28 - 2927 — 91 - 2912 = 85487767287174687000841831712627513892254.
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6. Betrakta foljande tuplar av heltal
5,4,3,2,1,1

( )
(2,2,2,2,3,3)
(3,1,4,2,3,3)
(2,2,2,2,2,1)
(2,2,2,1,4,3)

a) For var och en av dessa sextuplar, avgor om det existerar en sammanhingande graf med sex
noder och grader som i den givna tupeln. Om ja, ge ett exempel. Om nej, bevisa att en sadan
graf ej kan existera. 2p

b) For varje sextupel si att en sidan sammanhéingande graf existerar, avgoér huruvida grafen har
ett Eulerspar och huruvida grafen har en Hamiltonstig. Om ja, ge ett exempel; om nej, bevisa att
ett sddant spar / stig ej existerar. 3p

Lésning: 1 a) s noterar vi for den forsta tupeln att det finns en sddan graf om och endast om det finns
en graf som har valenserna (3,2,1,0,0) existerar och en sddan kan uppenbarligen inte existera. For att
se att en graf med valenserna (2,2, 2,2, 3, 3) existerar sa existerar en sddan graf och den &r latt att rita
ut:

3 —— 4

1

For att se huruvida det existerar en graf med valenserna (3,1,4,2,3,3) sa existerar en sddan graf:

/6

3 — 5

1 = 4

Det finns ingen graf som har valenslistan (2,2,2,2,2,1) d& summan av valenserna ar udda. Slutligen
s& existerar en graf med valenserna (2, 2,2, 1,4, 3). Ett exempel ar da att rita den som foljande:

3 4 ) 6




For b) si noterar vi att en graf med valenserna (2,2,2,2, 3,3) definitivt har en Eulerstig d& det finns
exakt tvd horn som har udda valens. Den grafen vi skisserade (sexhdrningen med ytterligare en kant
mellan tvd horn) har en Hamiltonstig, man kan bara gi cykliskt lings hornen. For att notera om
en graf med valenserna (3,1,4,2,3,3) har en Eulerstig sd noterar vi att det inte kan finnas da det
finns fler &n tva horn med udda valens. For exemplet med en graf med valenserna vi gav si existerar
ddremot en Hamiltonstig (rita och se!) . Slutligen s& betraktar vi en graf med valenserna (2,2, 2, 1,4, 3).
Detta har en Eulerstig da det finns exakt tva horn av udda valens. For ett exempel pa en graf med
denna valenslista sa existerar ej en Hamiltoncykel da grafen &dr bipartit och det finns tva hérn i ena
hérnméngden och fyra i den andra hérnméngden.

Lycka till!



