Stockholms universitet, Matematiska institutionen

Tentamen i MT7027, Riskmodeller och reservsattning inom sakforsakring, 13 april
2022, 8:00-13:00.

Examinator: Filip Lindskog, lindskog@math.su.se

Tillatna hjalpmedel: Alla hjalpmedel pa pappersform ar tillatna (bocker, anteck-
ningar, etc.).

Aterldmning: meddelas via kursforum.

Argument och berdkningar ska vara tydliga och latta att folja.

Eventuellt kan approximationerna 1 — ®(1) ~ 0.159, 1 — ®(2) ~ 0.023, ®71(0.95) ~

1.64, ®1(0.975) ~ 1.96, ®~1(0.995) = 2.58 vara anvandbara, ® ar fordelningsfunk-
tionen for standardnormalfordelningen.

Uppgift 1

Antag en homogen forsakringsportfolj med n kunder som vardera drabbas, oberoende
av varandra, av ett Poisson(\)-fordelat antal skador under det kommande aret. An-
tag att skadebeloppet, om en skada sker, ar exponentialfordelad med vantevarde
i tkr. Antag att skadebeloppen &r oberoende och oberoende av antalet skador.
Forsdkringsbolaget har tecknat en aterforsakring av typ SL-skydd med brytpunkt
[ tkr. Bestdm approximativt, genom en normalapproximation, vantevérdet for
aterforsakringsbolagets skadekostnad. Uttryck svaret i givna konstanter samt fordel-

ningsfunktionen @ for standardnormalfordelningen. (10 p)
Uppgift 2
Figur 1 visar antalet skador per vecka Ny, t = 1, ..., 52, for tva forsakringsprodukter

k = 1,2 under ett skadear, samt par (Ny4 Nay), t = 1,...,52, av skadeantal per
vecka for samtliga 52 veckor. Foresla en modell for sammanlagt antal skador per ar
Ni1+ Noj+ -+ Nys2+ Nase och motivera tydligt modellens rimlighet utifran de
tre figurerna i Figur 1. (10 p)

Uppgift 3

Mot slutet av aret 2022 bestammer ett forsakringsbolag 1-arspremien p for 2023.
Antag att antalet kunder som tecknar forsakring 2023 ar Poissonfordelat med pa-
rameter ap® dir @ > 0 och b < 0. Antag att skadekostnaden for en enskild kund
under 2023 har vintevirde p och varians o?. Antag dven att skadekostnader for
olika kunder ar oberoende och likafordelade, samt oberoende av antalet kunder.
Bestam véantevarde och varians for nettoresultatet for forsakringar tecknade 2023,
d.v.s. total premieintékt minus total skadekostnad. (10 p)
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Uppgift 4

I Tabell 1 visas, for ¢ € {1,...,5} och j € {1,...,3}, belopp C;; som svarar mot
summerade betalningar till f6ljd av skador under skadear 7 och utvecklingsar 1, ..., 7.
Beloppen for i + j < 6 ar kinda medan beloppen ar okénda for i 4+ 5 > 6. Antag att
belopp som svarar mot olika skadear ar oberoende och att det existerar konstanter
f1, fo och 01,04 sa att, for j = 1,2,

E[Oi,j+1 ’ Ci,l; Ce 7Ci,j] = iji,j; V&I'(Ciyj+1 ’ Ci,b cey Ci,j) = 0'32-01'7]‘.

Bestam vantevarde och varians for den totala summan som betalas som skadeersatt-
ning till kunder under det tredje utvecklingsaret till f6ljd av skador under femte
skadearet, uttryckta i kanda belopp C;; med ¢ + j < 6 och okénda konstanterna

f1, f2 och o1, 09. (10 P)
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Table 1: Skadedata C;; med kédnda kumulativa utbetalningar (¢ + j < 6), samt
framtida okdnda kumulativa utbetalningar for i + j > 6.

Uppgift 5

Betrakta ett nystartat forsakringsbolag med skulder svarande mot framtida skadekost-
nader och tillgangar svarande mot just erhallna premieintdkter. Antag att inga
forsékringar har tecknats tidigare ar och att (mérkligt nog) inga fler forsdkringar
kommer tecknas framover. Antag att "nu” ar tidpunkt O vilket svarar mot borjan
av skadear 1. Antag att utbetalningar p.g.a. skador sker i slutet av detta ar och i
slutet av nasta ar. Antag foljande dynamik for den kumulativa skadekostnaden,

Ci1 =exp(po +0ooe1,1), Cia=Criexp(ps + 01€12),

dér 11 ~ N(0,1) och g1 ~ N(0,1) &r oberoende. Det aktuella skuldkassaflodet
motsvarar de inkrementella framtida skadekostnaderna p.g.a. skador under skadear
1. Antag att forsakringsbolaget har tillgangar med varde K investerat i en 1-arig
nollkupongsobligation. Antag att den kontinuerligt sammansatta réntan for alla
16ptider ar konstant och lika med r. Bestdm VaRggo5(A1 — L1), ddr A; och L,
betecknar vérdet av tillgangar respektive skulder om ett ar (inklusive kassafloden
under det nuvarande aret). Skulden vérderas enligt traditionell aktuariell vardering:
summan av diskonterade betingade vantevarden. Svaret ska ges i termer av givna
storheter samt fordelningsfunktionen for N (0, 1). (10 p)
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Figure 1: Antal skador per vecka for tva forsédkringsprodukter (6vre figurerna) samt
par av veckovisa skadeantal for samtliga 52 veckor (nedre figuren).
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Uppgift 1
Skadekostnad for forsakringsbolaget

n Nj

S=>_> X

j=1 k=1

dér alla Xj ; ar oberoende och exponentialférdelade med vantevarde p och varians
p?. Vidare ér alla X} ; oberoende av Ni, Ny, ... som i sin tur ar oberoende och
Poissonfordelade med vantevarde A. Alltsa:

E[S] = nApn,
Var(S) = n(E[N,] Var(X; 1) + Var(N) E[X11]?) = nA\(p® + p?) = 2n\u®.

Eftersom S ar en summa av oberoende och likafordelade relativt lattsvansade vari-
abler ar en normalapproximation med vantevirde och varians enligt S rimlig.

E[max(S —1,0)] = /OOOP(maX(S —1,0) > z)dz
:/OOP(S>l+z)dz

z/OOOP(E[S]+\/mZ>Z+z)dz
:/OOO (1-@(%))@

= 4/ Var(9) /(lE[S])/\/W(S) (1 - (D(y))dy

Uppgift 2

Det ar rimligt att initialt anta att N;; ~ Poisson(100 —t) och N3 ~ Poisson(80 —
t). Vidare antyder den slumpmiéssiga spridningen over tid ¢ att Ny i,..., Nyso &r
oberoende. Det samma galler for Ny, ..., Nas0. Notera att figuren som visar paren
(N1, Noy) inte antyder stokastiskt beroende, formen kommer av att véntevirdena
varierar over tid och pa samma sitt for bagge komponenterna. Vi maste troliggora
Poissonantagandet, dvs att E[Ny | = Var(Ny,). For u;, nagorlunda stor géller att
Pois(py,+) approximeras vél med N (fus, frt). Om Zyyp ~ N (g, i) géller att

P(,uk’t — 2,/Mk7t < Zk7t < M.t -+ 2\/,U/k¢) = @(2) — @(—2) = 2@(2) —1~0.95

Figur visar samma figur som Figur 1 men med kurvorna ¢ — pi; + 2, /fig; och ¢ —
Pkt — 2+/Bk utritade. Antalet observationer utanfor dessa bér vara Bin(52,0.05)-
fordelade for varje bild. D.v.s. forvantat antal ca 3 per bild. Detta stammer med
vad bilderna visar. Alltsa kan vi anta att antalet skador per a for bagge produkterna
tillsammans &r Poissonfordelat (summan av oberoende Poissonfordelade variabler ar
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Poissonférdelad) med parameter

52 52

Z(lOO—t+80—t> —180-52 -2 ¢
t=1 t=1
—180-52 — 253 - 52/2
— 52(180 — 53)
— 52.127
Uppgift 3

N
R=Np-) X
k=1

E[R]
Var(R)

E[N](p — E[X1]) = ap’(p — ),
E[Var(R | N)|] + Var(E[R | N])
E[N Var(X;)] + Var(Np — N E[X}])
E[N]o® + Var(N)(p — p)*

ap’(0® + (p — n)?)

Uppgift 4

ElCs53 —Cs2 | D] =E[C53 — C52 | Cs4]
=E[E[C53| C51,C52] | C51] —E[Cs2 | Cs4]
= fi(fa = 1)Cs1,
Var(C’573 - 05,2 | D) = E[VaT(Cs,S - 05,2 | C'5,1, 05,2) | 05,1]
+ Var(E[C53 — Cs52 | C51,C50] | Cs1)
= E[O-SC%’Q ‘ 05,1] + Var((f2 — 1)0572 ‘ 0571)
= (f10§ + (f2 — 1)205)05,1
Uppgift 5
De inkrementella beloppen enligt skade- och utvecklingsar ar
D11 = exp(po + 00e1,1),
DLQ = Dm(exp(ul + 0'18172) — ].)
Skuldkassaflodet dr (X1, Xo) = (D11, D12). Detta ger
L1 = Xl + B_TE[XQ | Xl]
=Di1+e "E[Dy2 | D]
= Dl,l + €_TD1’1(6“1+J%/2 — 1)
= Dl,l (]. + €_T(€u1+g%/2 — 1))

= exp(po + ooc11)c, c= (1 + e T (et - 1))
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Figure 2: Samma figur som Figur 1 men med kurvorna ¢ +— py; + 2,/fix; och
t—= Mt — 2\/,Mk;,t utritade, dar Uit = 100 — t och fot = 80 — ¢.

Vidare ar A; = Ke". Déarav foljer att

VaR 005(A1 — L1) = —K + VaRg 005(—L1)
= —K + e F o040 ) (0:995)

= —K + ce " exp(uo + oo®(0.995))



