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Uppgift 1

a) Lat X,, beteckna den anstilldes arbetsplats dag n, dir X,, = 1 svarar
mot plats A, X,, = 2 mot plats B och X,, = 3 mot plats C. Da dr {X,,} en
Markovkedja med 6vergangmatris

0 1/2 1/2
P=|(1/3 0 2/3
1/3 2/3 0

b) Den asymptotiska fordelningen m = (71, w2, 73) fas som 16sning till ekva-
tionssystemet 7 = 7P tillsammans med kravet att m + mo + 73 = 1:

1 1

2T+ 33 = 1

571+ 5T = T2

1 _

5T+ 3m2 = T3
T +me+m3 = 1.

Man far att m; = (1/4,3/8,3/8), dvs andelen dagar som tillbringas vid de
olika platserna &r 1/4, 3/8 respektive 3/8.

Uppgift 2

a) Det sammanlagda antalet bestkare (oavsett kon) utgor en Poissonprocess
med intensitet A, + A\;. Antalet ankomster under de tva forsta timmarna
ar alltsa Poissonfordelat med paramter 2(\,;, + Ag).

b) Exponentialférdelad med parameter A, + \.
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c) Lat T,, och T} vara tiderna da den forsta mannen respektive kvinnan
anlédnder. Da géller att T, ~Exp(A,) och T ~Exp(Ag) och den sokta san-
nolikheten ges av P(T), < T1,) = A/ (Am + Ak)-

d) Eftersom exponentialférdelningen #r minneslos géller att P(T,, > 0.5 +
s|Tym > 0.5) = P(T5, > s), dvs tiden réknat fran kl 8.30 tills den forsta
mannen anlidnder dr fortfarande exponentialfordelad med parameter A,,.

Uppgift 3

En forgreningsprocess dér ut med sannolikhet 1 om den forviantade av-
komman #r mindre &n 1. Ar den foérvintade avkomman storre &n 1 ges
utddendesannolikheten 7 av den minsta positiva roten till ekvationen » :° wip; =
m, dér {p;} betecknar avkommefoérdelningen.

a) Hér har vi att E[Y] =6-0.1 = 0.6 < 1, vilket medfor att processen dor
ut med sannolikhet 1.

b) Hir har vi att E[Y] = 1.3. Ekvationen som bestdmmer 7 blir 72 — 1.47 +
0.4 = 0, som har l6sningarna m = 0.4 och m = 1. Den sokta sannolikheten
ar alltsa 0.4.

Uppgift 4

Lat X, beteckna antalet bilar i systmet (k6ande 4 den vid pumpen) vid tid ¢.
Da ar {X;} en fodelse-dédsprocess i kontinuerlig tid med fédelseintensiteter
A = 20, Ay = 20-0.5 = 10 och A\, = 0 for n > 2, och doédsintensiteter
1 = po = p, dir p dr oként. Vi vill bestdmma p = 1/, som ér den genom-
snittliga tanktiden. Lat mg, w1 och 7o beteckna den stationéra fordelningen.
Balansekvationerna ger um; = 20mg, ume = 107 och 10m; = pme. Anvénder
vi att g + 71 + me = 1 sd fas att mo = 1/(1 + 20p + 200p?). Att pumpen &r
ledig hélften av tiden betyder att o = 0.5, vilket ger p = 2—10(\/3— 1) =0.037
timmar.

Uppgift 5

Tillstanden h och k dr transienta och tillstanden s och [ &r rekurrenta (ab-
sorberande). Overgangmatrisen kan skrivas som

([ Pp R
(1)
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3/4 3/16
1/8 3/4

standen h och k och R =

dér P’]r = |:

] svarar mot overgangar mellan de transienta till-

1/16 0
0 1/8
sienta till de absorberande tillstanden.

] svarar mot overgangar fran de tran-

a) Antalet tidssteg som processen tillbringar i de transienta tillstanden innan
den till slut hamnar i nagot av de absorberande tillstanden ges av elementen
i matrisen S = (1 — P7)~L. Vi far

s_[14 -3/16 “t32[1 3/4
o |-1/8  1/4 502 1|
Eftersom kedjan startar i tillstand h, sa ges det genomsnittliga antalet tids-
steg som kedjan tillbringar i de transienta tillstanden innan absorption av

51,1 +S12 = 11.2

Eftersom varje tidssteg tar en halv minut, sa tar det i genomsnitt 5.6 minuter
innan katten lagger sig for att sova.

b) Sannolikheten att absorberas i tillstand ! om man startar i tillstand h
ges av

(SR)y2 = = 0.6.

32
5

= w
o =

Uppgift 6

a) Vi har att E[A] = E[E[4|X]] = E[E[XY|X]] = E[XE[Y|X]]. Givet X s&
ir Y likformig pa [0, X2] och alltsa E[Y|X] = £, Det sokta viinteiirdet blir
E[A] = iE[X3] = L.

Variansen far vi som Var(A) = E[Var(A|X)]+Var(E[4|X]) = E[X?Var(Y|X)]+
X

Var(XE[Y|X]). Har ar Var(Y|X) = )1%4 och ElY|X] = 72, och alltsa
Var(A) = SE[X°] + 1 Var(X?). Anviinder vi att Var(X?) = E[X%] - E[X?]?

sa fas att Var(A) = 0.032.

b) Vi har att P(A > 0.5) = [[P(XY > 05|X = z)de = [} P(Y >
1/(2x))dx, dar

PY > 1/(22)) 0 om z? < 1/(2z);
= 1‘2
= Sy st =1 5ty om a? > 1/(22),

Det géller att 2 < 1/(2z) omm z < 2-1/3 och alltsa fas

1
1
P(A > 0.5) = / <1 - 3> dz = 0.353.
2—-1/3 2z



