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Losningsskisser till tentamen i Algebra, Matematik I, den 5 maj 2022

1. (a) Losningar z til kongruensen 5z = 3 (mod 163) motsvarar losningar till den diofantiska
ekvationen 5z 4+ 163y = 3. Vi borjar darfor med Euklides algoritm:

163=132-5+3
5=1-3+2
3=1-2+41,

s& SGD(163,5) = 1 och vi kan 16sa hjélpekvationen
5z + 163y =1 (1)

genom att kora Euklides algoritm bakldnges: 1 =3—-1-2=3-1-(5-1-3) =
2:3—1-5=2-(163—-32-5)—1-5=2-163—65-5=5-(—65) + 163 - 2. Vi far att
(z,y) = (—65,2) loser hjalpekvationen (1). Multipliceras denna 16sning med 3 fas en
partikuldrlosning (z,y) = (—195,6) till var ekvation, s den allménna lésningen ges
dédrmed av

xr=—195+ 163k
y=6—5k

for k € Z. Den sokta 16sningen a uppfyller 0 < x < 163 vilket ger k = 2, som insatt i
16sningsformeln ger x = 131.

(b) Eftersom 23 ir ett primtal ger Fermats lilla sats att 222 =1 (mod 23), s&
22070 2224 = (1) 4 22210+ = 1 4 (222)1094 = 1 1 110,16 =15 (mod 23),
s resten &r 15.

2. (a) Sanningstabellerna blir

P Q -P=Q P=-Q PVQ -Q=P PA-Q

S S S F S S F
S F S S S S S
F S S S S S F
F F F S F F F

sa vi ser att det ar utsagorna B och C som &r ekvivalent med =P = Q.

(b) Vi later X beteckna méngden av de 100 talen, och later Ay = {n € X : d | n} vara
méngden av tal 1 X som &r delbara med ett heltal d, sa vi soker |Asg|. Vi far

|[As U A3 U As| = | X| — | X \ (A2 U A3 U A5)| = 100 — 25 = 75,
s& med inklusion-exklusion far vi

75 = |Aa U A3 U As| =|As| + |As| + |As] — |42 N Ag| — |[Aa N As| — |As N As| + | Az N Az N As|
=|As| + |As| + |As| — [Ag] — |A1o| — |A1s| + |As0]
—30 + 40 + 40 — 10 — 20 — 12 + |Ago| = 68 + | Aso]

vilket ger att |Ago| = 7.

3. (a) Om vi raknar med mellanslaget har vi 10 tecken, varav vi har 4 L och 2 U medan

ovriga tecken ar unika. Antalet sétt att ordna dem &r L—OQ!!. De férbjudna ordningarna
9!

ar de som borjar eller slutar med mellanslag. Vardera av dessa fall kan ske pd ;5
sétt, sa vi far
10! o 9t 9t 9 9

4120 T4l T4l 4l T4l 6
olika meningar.

Alternativt kan man boérja med att ordna de 9 bokstdverna och sedan vélja en av de

8 mojliga positionerna att stoppa in mellanslaget, sa vi far %é! -8 = %! meningar.



4.

5.

—1)2 1)2
(b) Kvadratkomplettering ger den ekvivalenta ekvationen (z B ) - (y —; ) = 1. Fran

denna form ser vi enkelt 2 punkter (z,y) = (1 + 1, —1), och att asymptoterna ges av
y+1==2(x—1), dvs y = 22 — 3 respektive y = —2x + 1. Vi skissar grafen:

Om z = 1+ &r ett nollstélle till p(z) = 22 —223+52%2 —62+6 s4 ir dven konjugatet z = 1—1i
ett nollstéille oftcrsom p(2) har reella koefficienter, s& da géller att (z— (1+14))(z—(1—1)) =
(z — 1)2 —i% = 22 — 22 + 2 delar p(z). Polynomdivision ger nu

p(z) = (22 — 22+ 2)(2* + 3),

vilket dels bekréftar att z = 1 + ¢ ar ett nollstélle, dels far vi de 2 sista nollstdllena fran
2% +3 = 0. Losningarna till ekvationen ar dirmed z = 1 4 i samt z = /3.

(a) Lat P = (2,1,3) och @ = (1,0,2). Normalvektorn till planet 22 +y — 2z = 1 ar

— (2,1,—1). Vart plan ir parallellt med @ och @ = QP = (1,1,1), si det har
normalvektor

[

2
1 € — 36 + & = (2,-3,1).

n=0UxuU=

DB oL
Il

— =
w

-1

Planets ekvation ar darfor 2(x —2) —3(y — 1)+ 1(2 = 3) =0, dvs 2z — 3y + z = 4.
(b) Planet har normal @ = (2,—1,—2). Linjen L genom P vinkelrdt med planet har

parameterformen (x,y,z) = (2 + 2t,—t,3 — 2¢), t € R. Skdrningen S med planet
fas da 2(2 + 2t) — (—t) — 2(3 — 2t) = 4, vilket ger ¢ = Z. Avstandet &r dirmed

|]¥’| =37 = %\/22 + (—1)2 + (—2)% = 2, och punkten &r S (—,—%,%)

(a) Forsta speglingen uppfyller S1(€1) = —€és, S(€2) = —€1, S(€3) = €3, sa S1 har matri-

0 -1 0 1 0 0
sen [ —1 0 0 |.Rotationen har matris R = [ 0 cos(w) —sin(n) |, och den
0 01 0 sin(m) cos(m)
10 0
andra spegingen S; har matrisen [ 0 1 0 |, s& F har matrisen
00 -1
10 0 1 0 0 0 -1 0 0 -1 0
F=SRS5=[01 0 0 -1 0 -1 00 ])]=1 00
0 0 -1 0 0 -1 0 01 0 01
cos(m/2) —sin(n/2) O
(b) Vi ser att F = (sm 7w/2) cos(m/2) 0] sd F innebar en vridning 90° moturs
0 1

kring z-axeln (sett uppifran).



