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Examinator: Jonathan Rohleder

Tillatna hjélpmedel: inga. Samtliga svar maste motiveras. 15 poéng ger sidkert minst betyget E.

1. (441 p.) (a) Bestam alla l6sningar till den diofantiska ekvationen
492 + 161y = 700.

(b) Hur manga lésningar har denna diofantisk ekvation i den tredje kvadranten (z < 0,
y <0)?

Losning: (a) Euklides algoritm ger
161 = 3 -49 + 14,
49=3-14+17,
14=2-7+0.
Darfor ar SGD (161,49) = 7, vilket delar hogerledet 700, och det finns ddrmed l6sningar.
Vi loser ut resterna,

7=49 314,
14 = 161 — 3 - 49,

och far
7=149—3(161 —3-49) =10-49 — 3 - 161.
Alltsa 16ser (10, —3) hjalpekvationen 49z + 161y = 7. Darfor ar
(w0, Y0) = (1000, —300)

en l0sning till den ursprungliga ekvationen. Den allméanna I6sningen ges da av

n € 7.

r = 1000 — 161n,
y = —300+ 49n,

(b) Ekvationen kan skrivas y = %)(1] — 3 2 och det beskriver en linje med negativ lutning

161
som gar igenom punkten (0, I%(l)). En sadan linje skér inte den tredje kvadranten, alltsa

innehaller den inga l6sningar.

2. (144 p.) Betrakta funktionen f(x) = 2e*|x — 1| dar z € R.
(a) Berdkna derivatan till f i alla punkter dér f &r deriverbar.
(b) Bestdm antalet 16sningar till ekvationen f(x) = 1.

(Beakta att sjalva losningarna inte behdver berdknas.)



Losning: (a) Vi har
2¢"(1—x), x<1,
o) = { Lo

2e*(x —1), x>1,

alltsa ar f deriverbar i alla punkter x # 1 och har derivatan

Flz) = {—2:66””, T <1,

2xe”, x> 1.

(b) Vi undersoker funktionens monotoni och extrempunkter. Ekvationen f'(x) = 0 har
endast 16sningen x = 0. Darfor kan funktionen byta monotonibeteendet endast i z = 0
och z = 1. Derivatan uppfyller f'(z) > 0 for £ < 0 och z > 1, samt f'(z) < 0 for
0 < x < 1. Alltsa ar f vaxande for z < 0 samt z > 1 och avtagande mellan 0 och 1.
Dessutom har vi

lim f(z)=0, lim = +4o0.

r—r—00 T—+00

Funktionens varden i extrempunkterna ar
floy=2 f(1)=0

Skissar man grafen till f enligt dessa resultat, sa ser man att den horisontella linjen y = 1
maste skira grafen precis tre ganger, alltsa finns det 3 losningar.

(1) }) Bevisa med induktion att

n_ (1 n
=)

galler for n =1,2,3, ..., dvs. for alla positiva heltal.

. (4 p.) Lat matrisen A vara given som A = (

Losning: Induktionsbas: for n = 1 har vi

n_ a1 4 (1 1\ (1 n
weat=a=(5 )= 1)

alltsa ar pastaendet sant for n = 1.

Induktionsantagande: Antag att pastaendet stammer for nagot n > 1, dvs.

n_ (1 n
=0 1)

for nagot n.

Induktionssteg: Vi vill visa att

1 n+4+1
n+1 __
=)
galler for det valda n. Vi har

11 1 n 1 n+1
n+1l __ n __ _
w=ar=( 1) (0 5) =0 "),

dar vi anvant induktionsantagandet i det andra steget. Beviset ar klart.



4. (343 p.) (a) Skissa omradet D; som ges av 0 < z < 1 samt 0 < y < 3 — 2z och berdkna

dubbelintegralen
/ / 22y dady.
Dy

// siny/2? + y? dady,
Do

(b) Berikna

déar D, begransas av cirklarna 22 4 y? = 72 och 2% 4 2 = 472

Losning: (a)

) 13- 1[Ny 5o
//Dla:ydxdy:/o/o a:ydydx:§/0 [xy]yzo dx

1
:1/ (9x2—12x3+4x4) dr =
2 Jo

1

4 2
{31:3 — 3zt + —xﬂ =z,
57,75

(b) I polédra koordinater far vi

2
T

2m 2m
// sin\/x2+y2d:cdy:/ / rsinrdrd@z?w/ rsinrdr
D 0 s
’ 2
=27 ([—r cosr)2" +/ cosrdr> = —67°.

5. (243 p.) (a) Med avseende pa en ON-bas, lat P beteckna den ortogonala projektionen
pa planet 3x — 4z = 0 i rummet. Berakna matrisframstéllningen till P.

(b) Betrakta den linjira avbildningen F : R* — R? som i standardbasen ges av

()-00)
) T+y
Vilken matrisframstéllning har F' i basen B = ((jl), G))?

Lésning: (a) Planet har 7 = (3,0, —4)" som normalvektor. Ortogonalprojektionen ges
alltsa av

3 x
07,
z z < 1)U > 3
Plyl=1\v]| - 0
z z 3 3 —4
0,10
—4 —4
T 9y 4. [ 3 Dr+ 22
- “as | )7 Y
—4 2o+ 2z

25 25



Matrisframstallningen ar déarfor

1 16 0 12
% 0 25 0
12 0 9

(b) Basbytesmatrisen @) fran standardbasen till B ar

1 1\ 1/1 -1
o=(4) =50 7)

Dessutom har F' matrisframstallningen

2 —1
=)
i standardbasen. Darfor ar matrisframstallningen av F' i basen B
1 /3 —1
— -1 _ cee — —
Ap = QAQT = 2(3 3)'
6. (2+3 p.) Lat f(z,y) = 2(y* — 2y).
(a) For varje (xo,yo) berdkna tangentplanet till grafen av f i punkten (xg, 3o, f (20, yo))-
(b) Bestam alla punkter i vilka tangentplanet till grafen av f ar parallellt till planet y = z.
Losning: (a) Vi har
of of
5y (Y =y =2y, oy Y =22y = 2).

Alltsa uppfyller tangentplanet i (xg,yo) ekvationen

z = f(xo,y0) + %(fo,yo)(ﬁ — ) + g_z(x(b Yo) (Y — Yo)
= z0(y5 — 250) + (W5 — 250) (& — x0) + 20(240 — 2)(y — Yo)-

(b) Tangentplanet har (y2 — 2yo, o(2yo — 2), —1)T som normalvektor, och vi vill att den
dr parallell till en normalvektor till y = z. En sadan &r (0,1, —1). Vi vill alltsa 16sa

?/(2) — 2y0 0
-1 -1
for A € R. Den tredje raden ger A = 1. Den forsta ger yo = 0 eller yy = 2. Stoppar man
in dessa mojligheter i den andra ekvationen sa far man foljande 16sningar:
yo = 0: z9 = —3.
Yo = 2: 9 = %

Det finns alltsa tva punkter i vilka tangentplanet ar parallellt till y = z, namligen
1 1
(—5,0) och (5,2) .

Tentamensaterlamning annonseras pa kurshemsidan.



