Losningar till tentamen

Analys A,
22-03-03.

1. Bada serierna ar positiva.
a) Vi skriver om och anvinder Taylor-utveck-
lingen In(1 +t) = t + O(t?):

In(Vk+1)—InVk = 1n(1+\7 f+0<)

Jamforelsekriterium 2 ger nu att serien dr kon-
oo

vergent om och endast om serien E —— konver-

f

gerar. Eftersom den sista serien dlvergerar gor
dven den ursprungliga det.

b) Samma utveckling som i a) ger

1 1 1
In(k%+1) —Ink? = In(1 + k2) =10 <k4>
Samma jamforelsekriterium 2 ger att serien &r

konvergent om och endast om serien Z 2 kon-

k=1
vergerar. Eftersom den sista serien faktiskt kon-

vergerar gor dven den ursprungliga det.
2.a) I det hir fallet géller att

lim (2% +3?) =0, lim

cosxy = 1.
(z,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)

Gréansvirdet dr inte kritiskt, och vi far direkt
med kvotregeln:

lim z? — cos(wy) +y*
(z.9)—(0,0) 22 4 cos(zy) + y?

lim (2% + y?) — cos(xy) _0-1

(@)= (0,0) (22 +y2) +cos(zy) 041

=—1.

b) I det hér fallet observerar vi att

22 — cos(xy) + y?

224y oo 2 4 cos(zy) + Y2

cos(zy)
lim _ T4y =
A T cos(ay)

x2 + 92

Har har vi anvant att  lim C(;s(ixy)
z2+y2—o00 T= + y

os(zy)
x2 + 92

=0, vil-

ket foljer av att — 0.

— x2+y2

3. a) Eftersom ekvationen &r linjér sa ligger det
ndra till hands att vélja ett linjart koordinat-
byte. Det finns flera sddana som fungerar, men
hér nojer vi oss med ett exempel: ©u =z —y,v =
z +y. Om man inte vet vilket variabelbyte som
man ska vilja, sa gar det bra att vilja ett vari-
abelbyte av t ex typen u = x + ay,v = y, dar
man sedan kan bestimma ett virde pa a sa att
endast en derivata blir kvar i ekvationen.
Vi rédknar med kedjeregeln

of _of  of
dor Ou Ov’
or __or o1
oy  Ou Ov’

Insdttning i ekvationen ger

af of af of
<au+82})+<—a+a>+f—l’+y,

vilket ocksa kan skrivas som

f ) 1
tr=ve i li=te

Efter multiplikation med den integrerande fak-
torn €¥/? kan ekvationen skrivas som

i}(wzf) }Uev/z’

eller ekvivalent
e”/2f = / %Ue”/z dv+o¢(u) = (072)6”/2+¢(u).

Om vi delar med e¥/2 och byter tillbaka till z, y-
variablerna far vi

fl@,y) = (@ +y—2) + d(x — y)e @2,

b) Villkoret att funktionen ska vara noll pa lin-
jen ¢ +y = 0 ger, om vi sétter z = t,y = —t i
formeln for l6sningen i a):

0= (t—t—2)+d(t—(—t))e ) o ¢(2t)—2 = 0.

Vi far alltsa att ¢(2t) = 2 for alla virden pa t.
Detta ger den entydigt bestdmda l6sningen

f(mv y) = (33 +vy— 2) —+ 26*(I+y)/2.

4. Vi visar att funktionen &r obegriansad uppat
och nerat genom att undersoka grinsvirdena

. o _ 2 2y _
Jim f(t, ~£,0) = lim (In(21%) + %) = +oo,



. IERT 2y _ 42y _ _
tlgIolo f(t,t,0) = tlgIolo(ln(2t ) —1t%) 00

Det foljer att varken max eller min antas, och
att supremum och infimum &r 400 och —oo.

Vi berdknar de stationéra punkterna:

fo = 3%—9—220,
fy = 3@%—90—2:0’
f: = 3erprm —2-y=0

Om vi drar den andra ekvation fran den forsta,
sa far vi att

2x — 2y

x2+y2+22_y+x20’

vilket ocksa kan skrivas som att

6
) [ — 41) =0
(z=y) <x2+y2—|—z2 + )

Eftersom den andra faktorn uppenbarligen &r
strikt positiv sa foljer det att * —y = 0, dvs
x = y. Pa samma sétt visas att y = z och = = z,
sa vi kan dra slutsatsen att x = y = z. Insatt i
valfri av ekvationerna far vi att

2z

53 w=0eat=1,

3

med rotterna x 4+ 1. Detta ger de tva stationéra
punkterna (1,1,1) och (—=1,—1,—1).
For andraderivatorna fas

v 6(y2+22—a?)

BT T (249 2422)2)

0 6(x2+22—y2)

W (@24y2+22))

v 6(x2+y?—2?)

22T (224y2422)27
/7 — _ 12:Ey _ 1
Ty (z2+y2+z2)2 ’
/N v/} S |
yz (z2+y2+z2)2 )
nooo_— 2@ 4
Tz (x2+y2+22)2 )

vilket i punkten (1,1,1) ger

g/c/x<17171) = %a gy(l,l,l) = _5
" _ 1 _

yly(l,l,l) = g, Z///Z(l,l,l) = —;
zz(lvl’l = 3 xz(17171) = 73

Detta ger i punkten (1,1,1) formen Q(h, k,[)

2 2 2 14 14 14
=2+ S+ 212 - Zhk— —kl— —hl =
3Ty 3 3 3

2

3(h2+k2+l2 — Thk — Tkl — Thl) =

2 7.7\ 15, 15,
“h—=-k—=1) — =k2— =12 —21kl =
3<h ok 21) ok = L kl
2 707N\ 15/, , 14
3<h—2k—2l> —2<k +1 +5k:l)_

2 7 7\* 15 7\? 36

~lh—=k—=l) —— —1 =2

3( 2" 2) 2<k+5>+5l
Eftersom vi far termer med olika tecken &r
(1,1,1) en sadelpunkt.

Inséttning av punkten (—1,—1,—1) i andrade-
rivatorna ger exakt samma kvadratisk form, sa
dven detta ar en sadelpunkt.

5. Vi beriknar Vf = (3z%y3,323y?) och Vg =
(322 +6y, 3y*+6x), dir g(z,y) = z*+y> 46y —
8. Vi far

B 3x2y3 3x3y2
| 322+ 6y 3y®+ 62

0

9225 +1823y3 —92°y* —1823y® = 92242 (1 —2?).

Tre fall: x = 0, y = 0och x = y. x = 0 ger
insatt i bivillkoret y = 2. P s s ger y = 0 att
xr = 2. x = y ger insatt i bivillkoret ekvationen
223 + 622 = 8 & 23 + 322 — 4 = 0. Vi gissar

omedelbart roten x = 1. polynomdivision ger
234322 4= (v—1)(2? +4o+4) = (- 1)(z +
2)? med rétterna x = 1 och x = —2, vilket ger

punkterna (1,1) och (-2, —-2).
Svar: (0,2), (2,0), (1,1) och (—2,—2).

For fragorna 6 och 7 hinvisas till kurslitteratu-
ren
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