Losningar till tentamen

Analys A,
22-04-11.

1.a) Vi noterar att

< 1
1422

sin x
1+ 22

R | T
T dr ==
/0 112"

foljer det av jamforelsekriterium 1 att integralen
ar absolutkonvergent.

Eftersom

b) For att visa att integralen &r konvergent
anvénder vi partialintegrering:
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Den forsta termen gar mot 1 och den foljande

integralen &r absolutkonvergent av liknande skél
som integralen i a), eftersom
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Detta visar att integralen konvergerar, men for
att kunna konstatera att integralen inte &r abso-
lutkonvergent maste vi d&ven visa att motsvaran-
de integral med belopp divergerar. Vi observerar

darfor att
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Har dr nu den forsta termen divergent medan
den andra dr konvergent av liknande skél som
tidigare. Det foljer att den ursprungliga integra-
len inte ar absolutkonvergent utan alltsa i stéllet
betingat konvergent.

2.a) Vi undersoker grénsvirdena lings z-axeln
och léngs linjen = = y:
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Da vi far olika grénsvérden langs de bada linjer-
na saknar funktionen gréansvérde i origo.

b) I det hir fallet observerar vi att
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2.a) Vi ridknar med kedjeregeln
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Inséttning i H.L. och V.L. ger nu:
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dvs vi erhaller ekvationen
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b) Vi delar med 2 och siitter g = %. Da upp-
fyller g ekvationen
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Efter multiplikation med den integrerande fak-
torn I = e~%/2 kan ekvationen skrivas
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for nagon godtycklig funktion ¢(u) av u. Om vi
gar tillbaka till f far vi alltsa
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dér ®(u) dr en primitiv till ¢(u) och ¥(v) ar
en godtycklig funktion av v. Atergang till de ur-
sprungliga variablerna x, y ger till sist

p(u)e’? & f=d(u)e’? + U(v),

fz,y) = @z + )™ /2 4 U(zx —y),

déar ® och V¥ ar tva godtyckliga tva ganger kon-
tinuerligt deriverbara funktioner.

4. Vi visar att funktionen &r obegrinsad nerat
genom att undersoka t ex gransvérdet
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For maximum konstaterar vi att funktionen
ar negativ utanfor det kompakta klotet B =
{(z,y, 2) : 2® + y* + 2* < 1}, och att maximum
av f over R? maste antas, da det tydligen maste
vara lika med maximum Over B, som antas ef-
tersom B ar kompakt.

Vi berdknar de stationdra punkterna:

o= (1—2%—y?— 22— 2x)e"tvts =0,
fg// — (1 _ ZL‘Q _ y2 _ 22 _ 2y)ex+y+z — O,
o= (1—a%—y?— 22— 22)e*tVT2 = 0.

Ur dessa ekvationer foljer att © = y = z (alla tre
dr lika med 1 (1—2?—y?—2?)). Inséittning av det-
ta i valfri av ekvationerna ger att 1 — 322 — 22 =

0, med de tva losningarna x = —%:l:%, ger de tva
punkterna (—1,—1,—1) och (1,1, 1). Den forsta

punkten ligger utanfor B, sa den kan omdgjligt
vara en maxpunkt. Det aterstar dirfor endast
en punkt som darfor maste vara den sokta max-

punkten med maxvirdet f (%, %, %) = %6

For den andra stationéidra

(—=1,-1,-1) far vi

punkten

[ L=1=1)=f] (-L-1—-D=f; (-1—1—1)=0,
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vilket ger den kvadratiska formen Q(h,k,l) =
4e=3(hk+kl+hl) som #r indefinit, t ex eftersom
Q(1,1,0) > 0 och Q(1,—1,0) < 0. Punkten &r
alltsa en sadelpunkt.

5. Eftersom alla termerna i vinsterledet av 23 +
y3 + 23 = 3 #r positiva kan ingen av dom vara
storre dn 3. Det foljer att mingden D &r in-
nehéallen i méngden

{(z,9,2):0<2<V3,0<y < V3,0<2< V3)

som &ar begriansad. Eftersom D dessutom &r slu-
ten foljer att den ocksa dr kompakt, vilket garan-
terar att bade max och min maste antas. Dessa
maste antas antingen i stationdra punkter eller
pa randen som i detta fall bestar av punkter dér
x, y, eller z dr noll. Eftersom f(x,y,z) > 0 och
likhet dessutom géller pa randen maste globalt
min vara noll och maximum maste darfér antas
i en stationdr punkt.

For att hitta extrempunkterna
Lagrange-funktionen

infor vi

F(m,y,z,A) = l‘yz+A($3 +y3 +23 _3)7

Fl = yz+ 322 =0,
= F, = 2z+ A3y? =0,
F! = xy+ 322 =0.

Vi kan anta att A # 0, eftersom annars nagot av
talen z, y, eller z maste vara noll och darmed
maste punkten ligga pa randen. I detta fall ser
vi, genom att multiplicera ekvationerna med x, y
och z respektive, att

rYyz
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Det foljer att 2% + 22 + 23 -3 =0, dvs = = 1,
och ddarmed blir &ven y = z = 1. Detta ger den
unika kritiska punkten (1,1, 1), som alltsa maste
vara maxpunkten, och motsvarande maxvéarde

f(1,1,1) = 1.

For fragorna 6 och 7 hinvisas till kurslitteratu-
ren
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