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1. (a) Forlanger vi med rotuttryckets konjugat far vi
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(b) Med standardutvecklingarna sin(t) = t —t3/3!4+O(t°), In(t) = t —t2/2+O(t?)
och el =1+t+0(t?) did t — 0 far vi
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da x — 0.

2. Vi har att funktionen f(z) = arctan (IT“) ar definierad for alla x # 0, sa den
enda mojliga vertikala asymptoten ar linjen x = 0, men med variabelbytet ¢t = ””T'H
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ar vi x_l>%l+f(x) Jim arctan(t) 5 och lim f(z) dim arctan(t) 5 58
vertikal asymptot saknas. Daremot far vi
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sd y = 7 ar horisontell asymptot dd x — +oo.
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for x # 0, f'(z) <0 for alla x # 0.
Vi har f”(z) = 0 endast for = —1/2, och vi gor en teckentabell
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Fran teckentabellen ser vi att funktionen saknar lokala extremvéirden, men har en
inflektionspunkt vid z = —1/2. Funktionen &r konkav pa intervallet | — oo, —1/2],
och konvex pa intervallen | — 1/2,0[ och |0, oo[.

Vi har nu tillrdcklig information for att kunna rita en skiss av grafen:
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Slutligen ser vi att funktionens virdeméngd ar } —g, % [ U } % il {

= rcos(f
=T ) (6) motsvaras omradet D av omradet £ =
y = rsin(0)

{(r,0) e R? |1 <r <2, —7/2<60<7/2}1irb-planet. Vi far
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. Funktionen f(z,y) = (2y + 1)6”"2_74 ar kontinuerlig pa en kompakt méangd, samt

partiellt deriverbar Gverallt, sd enligt en kdnd sats finns globala maximum och
minimum och dessa antas i inre stationdra punkter eller pa randen.

Vi boérjar med att bestimma de stationdra punkterna. Vi far
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Fran den andra ekvation far vi att y = 1/2, men d& ger den forsta ekvation att
x = 0. Sa vi far endast den stationdra punkten (x,y) = (0,1/2), som tillhor
omradet och dérmed ar en kandidat.

Den 6vre kanten y = 1, for —1 < z < 1, ger g(z) = f(z,1) = 3¢* !, med
¢ (z) = 6ze* 7! & ¢(z) = 0 endast for = = 0, vilket ger kandidatpunkten (0,1).
Kanten y = 22, for —1 < o < 1, ger h(z) = f(z,2?) = 222 + 1 4 I (2) = 2z, s&
R (z) =0 omm = = 0 vilket ger kandidatpunkten (0, 0).

De tva hornpunkterna (+1,1) ar de sista kandidaterna.

Jamfor vi nu de funktionsvirdena i kandidatpunkterna far vi f(0,1/2) = 2/4/e,
£(0,0) = 1, f(£1,1) = 3 samt f(0,1) = 3/e, sd vi ser att storsta virdet ar
f(£1,1) = 3 och det minsta ar f(0,0) = 1.

(a) Vi multiplicerar den linjara differentialekvationen ¢y’ — tan(z)y = 1 med den
integrerande faktorn e(®*5(#)) = cosz och far da

(ycos(z))" = cos(z).

Integrerar vi bada sidor far vi ycos(z) = sin(z) + C. Begynnelsevillkoret

y(0) =1gernuatt C =1, sa y(z) = m.

(b) Differentialekvationen &r separabel, om vi skriver om den som yy' = ?12 och
integrerar bada sidor far vi % = —% + C. Utnyttjar vi begynnelsevillkoret

2
y(1) =1 far vi C = 3/2, vilket ger y = £1/3 — —. Anvénder vi nu begynnelse-
x
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villkoret igen far vi att y = /3 — —.
x



6. Vi satter f(z) = e® och g(x) = 2 + Inz. Tangenten till grafen y = f(x) i en punkt
(a, f(a)) ges av y — f(a) = f'(a)(z — a) vilket efter forenkling blir

y=e'z+e*(1—a).

Tangenten till grafen y = g(x) i en punkt (b, g(b)) ges av y — g(b) = ¢'(b)(z — b)
vilket efter forenkling blir
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Dessa tva tangenter sammanfaller om och endast om
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e*(1—a)=1In(b)+1 e(l—a)=1-a (e*—1)(1—a)=0,

sa vi far (a,b) = (0,1) eller (1,1/e). Det finns alltsa precis tvd gemensamma
tangenter och de har ekvationerna y = x + 1 respektive y = ex.



