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Inga hjilpmedel tillatna. Alla svar ska motiveras noga. Svaren far innehdlla binomial- och
multinomial-koefficienter, fakulteter, Stirlingtal, om inte annat anges. Varje uppgift ar vard 5
poang.

Uppgift 1. Svara pa foljande fragor—en mening récker ofta som motivering.

(a) Hur manga surjektioner finns det fran Z, till Z3?

(b) Ar polynomet 2% + z + 1 € Z3|x] irreducibelt?

(c) Lat 0 = (12 3)(456)(7 8) € Sg. Kan man hitta m € Sg, s att 72or 2 = id?

(d) Har Sg en delgrupp av storlek 377

(e) En linjar kod med 4 kodord innehaller 00000, 10110 och 01101. Var ar det sista kodordet?

Lésning. (a) Det finns 315(4, 3) surjektioner.

(b) Vi ser att x = 1 ar en rot, sa polynomet ar reducibelt.

(c) Nej, id dr en jimn permutation, men o (och d& dven 72o7~?) ér udda. Alternativt:
Om relationen ska gilla, maste speciellt 72072 och id ha samma typ. Men o och w2072 ar
konjugerade, sa de har samma typ. Men ¢ och id har inte samma typ. Det finns alltsé inget
sadant .

(d) Nej, storleken av Sg ar inte delbart med 37, s& Lagranges sats sdger att det inte finns
sadan delgrupp.

(e) Sista kodordet ar 11011, vilket & summan av de andra.
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Uppgift 2. Fischer random chess—éaven kallat Chess960—iéir en variant av schack dar
de atta pjiserna (WY A D & & ww W) placeras pa forsta raden av bradet (T T T 1)

slumpméssigt, men med foljande tva villkor:
i. De tva loparna (&) star pa olikfirgade rutor,
ii. Kungen (W) star placerad nagonstans mellan de tva tornen (¥).

Till exempel, sd uppfyller Ywwaya bada kraven.

(a) Hur manga konfigurationer finns om man inte tar hénsyn till nagot av villkoren?
(b) Hur méanga konfigurationer finns om man bara tar hénsyn till det forsta villkoret?

(¢) Hur méanga konfigurationer finns dar bada krav ar uppfyllda? Svara med heltal!



Lésning. (a) Utan krav sa blir det (2 o1 1) = 5 = 7! olika konfigurationer.

(b) Det finns 4 sitt att placera ut & pa en mork ruta, och 4 sitt att placera pa en ljus
ruta. Totala antalet blir d& 42 (272?171) =425 =46l

(c) Vi placerar forst ut de tva 16parna pa tva olikfirgade rutor, 42 sitt. Dérefter véljer
vi positionerna for ﬂ!, (2,(1573) = 2% satt. Det finns nu exakt ett sitt att placera Wil
pa de tre aterstaende tomma rutorna, sa att kungen ar mellan tornen. Totalt far man

42 . 26—;), = 8- 5! = 8- 120 = 960 olika konfigurationer.

Uppgift 3. Lat G = {x € Zy : > = 1}. Till exempel géller det att 19 € G eftersom
192 = 361 och 361 = 1 i Zoy.

a) Visa att G ar en grupp under multiplikation.

(a)
(b) Bestdm alla element i G.
(c) Ar G cyklisk?

)

(d) Beskriv en delgrupp av permutationer H C Sy, samt en isomorfi ¢ : G — H.
Du kan anvinda svaret pa (b) for att losa (a) om du vill.

Losning. (a) Vi har att 1 € G (sd neutralt element finns med), och om =z € G, géller
ju att 22 = 1, s& varje element dr sin egen invers. Vidare, om z,y € G giller det att
(ry)? = 2%y* = 1- 1, s& G ér sluten under multiplikation. Allt detta ger nu att G ér en grupp.

(b) Vi berdknar nu alla element i G. Vi behéver bara undersoka de inverterbara elementen
i Zsg, dvs. de som ar relativt prima med 20. Dessa ar {1,3,7,9, -9, —7, =3, —1} (héar viljer
vi ibland negativa representanter da de &r enklare att utféra berdkningar med). Bland dessa
ar det {1,9,—9, —1} som har egenskapen att deras kvadrat ar 1, sa G = {1,9, -9, —1}.

(c) G ar inte cyklisk eftersom det inte finns nagot element med ordning 4 i G.

(d) Vi kan ta permutationerna

H={1)(2)3)4), (12)B3)4), 1)(2)B4), (12)34)},

och en mojlig isomorfi ges av

o(1) = M)(2)B)4), o(=1)=(12)3)4), ¢(9) = 1)(2)(34), ¢(-9) = (12)(34).
Uppgift 4. (a) Rita en graf med kromatiskt tal 2 och dér varje horn har grad 4.

(b) Lat I' = (V| E) vara en graf. Vi kan tillverka en ny graf, I, genom att lata dess hornméangd
vara V' x {—1,1}, och tva olika hérn (v, +1) och (w,£1) ar grannar i IV exakt da antingen
{v,w} € E eller v = w. Visa att om I" har en Hamilton-stig, sd har I'" en Hamilton-cykel.

Du kan fa delpoing om du ritar I, dar I dr grafen med hérnen V = {a,b,c} och kanterna

E = {{a,b},{a,c}}.



Lésning. (a) Man kan ta den kompletta bipartita grafen med 4 + 4 horn.

(b) Antag att I' har Hamiltonstigen v; — vy — -+ - — v,,.

Da ér bade (vy,—1) — (v, —1) = -+ = (v,, —1) samt (vy,1) = (vg,1) — -+ — (vp, 1)
stigar i I'V. Vi har dessutom att {(v1, —1), (v1,1)} och {(vyn, —1), (v,, 1)} ar kanter i [, sa de
tva stigarna ovan kan klistras samman, sa att vi far att

(v1,—1) = (vg,—-1) — (v3,—-1) — -+ = (v,,—1)

T \

(v1, 1) « (vg, 1) « (v3, 1) « -+ <« (v,, 1)
ar en Hamiltoncykel.

Uppgift 5. En graf med 64 horn visas nedan. Fran det nedre vanstra hornet, kan man ga 14
steg, uppat och hoger, tills man hamnar i det 6vre hogra hornet. En sadan stig visas i figuren.

(a) Berdkna det totala antalet siadana stigar.
(b) Berdkna antalet stigar som passerar hornet méarkt 1.

(c) Berékna antalet stigar som inte passerar nagot av hornen méarkt 1, 2 eller 3.

Lésning. (a) Det ar totalt 7+ 7 = 14 steg som ska goras, varav 7 ar uppsteg. Svaret blir (174).
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2), och antal stigar fran 1 till

(b) Med samma resonemang, antal stigar fran start till 1 &r (

slutet ar (150). Dessa val ar oberoende, sa totalt (;) (150).

(¢) Vi gor inklusion-exklusion, och rdknar stigar som passerar 1, 2 eller 3. Samma resone-
mang som tidigare ger

Alla: (174 ) Via 1: 3 150)

Via 2: (g) (g) Via 3: g EZ)

Via 1 och 2: (3) (g) (g) Via 1 och 3: (g) (f) (2)
Via 2 och 3: finns inga Via 1, 2 och 3: finns inga.

Som exempel, stigar som passerar bade 1 och 2 bestar ju av tre oberoende delar, en stig fran
start till 1, en stig fran 1 till 2, samt en stig fran 2 till slutet. Inklusions-exklusionsformeln
ger nu att det antal vi soker ar

(7)) (5] - G- GO - G)E)E) - G R)E) -



Uppgift 6. Lat I vara grafen nedan:

(a) Bestdm antalet farglaggningar av hornen i I' med 3 firger, s att grannar har olika farg.

(b) Lat X vara farglaggningar av hornen i I' med de tre fargerna {vit,gra, svart}, dar
grannar fortfarande inte har samma firg. Gruppen G = {e,r, 7?73} verkar pd X genom
att r roterar grafen 90° moturs. Bestam antalet banor da G verkar pa X, svara med ett
heltal.

Losning. (a) Fargen pa hornet i mitten kan véljas pa 3 satt. Darefter véljer vi fargerna pa
grannarna till mitten, vilket ger 2* alternativ. Deras grannar har nu aterigen 2* alternativ.
Totalt antal firgligeningar blir d& 3 - 28,

(b) Vi anvinder Burnsides lemma, och behéver da berdkna antalet fixpunkter for varje
element i G.

e: Enligt formeln i a far vi 3 - 2® fiargliggningar.

r: Firga mitten samt en gren, som bestimmer hela fargliggningen. Detta ger 3 - 22.
r?: Farga mitten samt vinster och upp-grenen. Detta ger 3 - 2.
r3: Samma som r, 3 - 22.

Med Burnsides lemma far vi nu
1
1(3-256—1—3-4%—3-16—1—3-4) =210

antal banor.



