MT5002 — Sannolikhetsteori II — tentamen

Datum Torsdag 2 juni, 2022

Examinator Daniel Ahlberg

Hjalpmendel Formelblad som delas ut med tentamen.

Bed6mning Tentamen bestar av sex uppgifter om tio podng vardera, och in-
delade i en teori- och en problemdel. Dessutom har ett antal inlamningsuppgifter
under kursens gang kunnat generera upp till sex ytterligare poing. Bonuspodngen
kan tillgodoridknas for tentamens problemdel, men ej for teoridelen. Féljande
granser géller for att uppna de olika betygsstegen (bonuspoéng inrdknade):

A B C D E
Teoridel | 15 15 10 10 10
Problemdel | 40 36 32 28 24

Valmotiverade och fullstdndiga 16sningar kravs for full podng. Partiella 16sningar
kan ocksa ge poang.

Teori 1. Lat X och Y vara icke-negativa heltalsviarda stokastiska variabler.
(a) Definiera den sannolikhetsgenererande funktionen f6r X och Y. (2p)
(b) Visa att om X och Y &ar oberoende sa giller gx+y = gx - gy- (3p)

(c) Visa att om gx = gy sa géller px = py. (5p)

Teori 2. Lat (X,Y) vara en slumpvektor.

(a) Definiera den betingade fordelningen av Y givet X = z i fallet da (X,Y")
ar diskret. (2p)

(b) Definiera den betingade fordelningen av Y givet X = x i fallet da (X, Y)
ar kontinuerlig. (2p)

(c) Antag att E[|Y|] < oo och visa att E[E[Y|X]] = E[Y] i antingen det
diskreta eller det kontinuerliga fallet. (6p)

Problem 3. Lat X och Z vara oberoende stokastiska variabler dar X é&r
likformigt fordelad pa intervallet [0, 1] och Z Bernoulli-férdelad med parameter
1/2, samt sétt Y = X (272 —1).

(a) Bestdm kovariansmatrisen for slumpvektorn (X,Y"). (5p)
(b) Avgor huruvida X och Y &r oberoende eller ej. (3p)

(¢c) Motivera om (X,Y") har en téthet eller ej, till exempel med hjélp av en
figur. (2p)



Problem 4. Lat X7, X5 vara oberoende standard normalférdelade stokastiska
variabler. Satt Z = (Xl, Xo+ X1, X0 — Xl)

(a) Bestdm fordelningen for Z och avgér om Z har en tathet. (5p)
(b) Bestam den betingade fordelningen av Xo + X7 givet X7 = x. (3p)
(¢) Berikna E [(X7 + X2)?(X2 — X1)?]. (2p)
Problem 5. Lat X1, Xo,..., X, vara oberoende och likaférdelade stokastiska

variabler med vintevirde 0 och varians 1. Lat stickprovsmedelvirdet X, stick-
provsvariansen s2 och statistikan 7}, vara definierade som foljer:

n

I 1 _ X
Xi==>"Xp, ski= > (Xk—X)? och T, := :
"= n_lk:1 Vsi/n

(a) Forutsatt att s2 2 1 dan — oo, visa att T}, 4 N(0,1) dan — oco. (5p)

(b) Visa att s2 & 1 da n — co. (5p)

Problem 6. For varje n > 1, lat Yl("),YZ(n), ... vara oberoende och likaftr-
delade icke-negativa och heltalsvarda stokastiska variabler vars sannolikhets-
genererande funktion ges av g(t) = % + %t + 3t2. Lat Xo = 1 och definiera

X, = l(n)—l—...—l—Y)((n)1 for n > 1.

n—

Foljden (X,)n,>0 ar en sa kallad Galton-Watson process, dér X,, kan tolkas
som antalet individer i generation n i en population som borjar med en individ.

(a) Bestdm véantevirdet av variablerna Yk(n). (3p)
(b) Visa att E[X,,] — oo dan — co. (4p)

(¢c) Lat T :=sup{n > 0: X,, > 1} ange antalet generationer som popula-
tionen existerar. Bestdm sannolikheten for att populationen Gverlever,
dvs att T' &r oéndlig. (3p)



