MT5002 — Sannolikhetsteori II — tentamen

Datum Torsdag 11 augusti, 2022

Examinator Daniel Ahlberg

Hjalpmendel Formelblad som delas ut med tentamen.

Bed6mning Tentamen bestar av sex uppgifter om tio podng vardera, och in-
delade i en teori- och en problemdel. Dessutom har ett antal inlamningsuppgifter
under kursens gang kunnat generera upp till sex ytterligare poing. Bonuspodngen
kan tillgodoridknas for tentamens problemdel, men ej for teoridelen. Féljande
granser géller for att uppna de olika betygsstegen (bonuspoéng inrdknade):

A B C D E
Teoridel | 15 15 10 10 10
Problemdel | 40 36 32 28 24

Valmotiverade och fullstdndiga 16sningar kravs for full podng. Partiella 16sningar
kan ocksa ge poang.

Teori 1.
(a) Definiera begreppet konvergens i sannolikhet. (2p)
(b) Formulera svaga formen av stora talens lag. (3p)

(c) Lat X1, Xo,... vara en foljd av stokastiska variabler och a en konstant.
Visa att om X, 2 a d& n — oo och g : R — R ar kontinuerlig i a, sa
giller g(X,,) % g(a) da n — co. (5p)

Teori 2. Lat X ~ N(0,I) vara en n-dimensionel multivariat normalférdelad
slumpvektor, dar I betecknar identitetsmatrisen.

(a) Visa att komponenterna av vektorn X &r oberoende. (5p)

(b) Visa att sickprovsmedelviirdet X och stickprovsvariansen s2 dr oberoende,

dar
_ 1 n 2 1 - v\ 2
X = E kg_l Xk och Sy = g (Xk‘ - X) . (5p)

n—1
k=1

Problem 3. Lat (X,Y) vara likformigt férdelad pa Ovre halvan av en-
hetscirkeln, dvs regionen {(z,y) € R? : 2% + y*> < 1,y > 0}.

(a) Bestdm det betingade vantevirdet av X givet Y =y for y € [0,1]. (4p)
(b) Bestdm kovariansen mellan X och Y. (3p)

(¢) Avgor huruvida X och Y ar oberoende eller ej. (3p)



Problem 4. Avgor vilka tva av foljande funktioner,

it =1—ef, a(t) = (1+¢")/2, ea(t) =e 72 pu(t) = /4,

som inte &r momentgenererande funktion for nagon stokastisk variabel, och
motivera ditt svar. For de funktioner som &r momentgenererande funktion for
nagon stokastisk variabel, berdkna variabelns vantevérde och varians. (10p)

Problem 5. Lat (X,Y)" vara multivariat normalférdelad med véntevirdesvektor
1 och kovariansmatris A givet av

W= <8> och A= <i i)
Lat Z .= (Y — X)/v3 och U := X2+ (Y — X)?/3.
(a) Bestam fordelningen av (X, Z)". (3p)
(b) Berékna véntevérdet E[UXZ]. (3p)

(c) Visa att U &r x2-férdelad genom att beriikna dess momentgenererande
funktion, samt bestdm antalet frihetsgrader. (4p)

Problem 6. Lat Xj, Xo,... vara oberoende exponentialférdelade variabler
med vantevirde 1. Lat a > 0 vara en konstant och lat N, ange antalet
variabler utav de n forsta vars virde overstiger aln(n), dvs

N, = #{k <n:X;>aln(n)},
dar In(x) star for den naturliga logaritmen.

(a) Berdkna vantevirdet av N,, och bestam for vilka virden pa a > 0 som
gransvardet lim,_, E[N,] ar dndligt. (3p)

(b) Lat a > 1. Visa att N,, = 0 da n — co. (3p)

(c) Lat a < 1. Visa att P(N,, > 1) = 1 da n — co. (4p)



