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Tillatna hjélpmedel: inga. Samtliga svar maste motiveras. 15 poéng ger sidkert minst betyget E.

1. (243 p.) Berékna foljande gransvarden eller visa att de inte existerar:

22 —=2x -3 . e —1
lim ————, im —.
=3 12 — Ty + 12 =01 — cosx

Lo6sning: Polynomen i téljare och ndmnare har bada 3 som nollstalle, darfor kan de
faktoriseras, t.ex. genom polynomdivision. Vi far

?-2r—-3 (x-=3)(x+1) xz+1

x2—7x—|—12:(x—3)(:v—4) x—4
for x # 3, och darfor

o ox2—2x -3 o ox+1
lim —

e —4.
32 —Tr+12 zlgéx—él

Det andra griansvardet kan bestadmmas pa foljande satt:

3 x> _q
e —1 . € 73

~ 1l—cosz’
1 —cosx =3

och gransvirden av tiljaren och nimnaren kan beraknas separat. Med substitionen ¢ = 23

har vi
3
e —1 et —1
lim = lim =1.
z—0 T t—0 t
Dessutom, med Taylorutveckling kring xq = 0,
3 3 , x

m—— =1 =0,

m —————— =lim +———
=01 —cosx @20 L 4 B(z)at 20 5+ B(z)x
dar B ar en funktion som ar begransad nara x = 0. Darfor far vi

lim::LO:O.

=01 —cosx
2. (5 p.) For varje reellt tal a, bestdm antalet 16sningar till det linjéra ekvationssystemet

(4 —a)zy + 229 —x3 =1,
201 + (1 —a)xg — 203 = 2,
-1 + 2552 + (4 — (Z).Z'g =1.



Losning: Ekvationssystemet kan skrivas som AZ = b med

4 —aq 2 -1 1
A= 2 1—a -2 och b= 12
-1 2 4 —aq 1

Vi testar med determinanten:
detA=(4—-a)(l—a)+4—-4—(1-a)+4(4d—-a)—4(4—a)=(4—-a)*-1)(1—a)

blir noll om och endast om a = 1 eller (4 —a)? = 1, och den sista ekvationen ér ekvivalent
med

4—q==+1,

alltsa a = 3 eller a = 5. Déarmed vet vi redan att systemet har precis en losning om
a#1,3,5.
Vi undersoker de ovriga tre fallen separat:

a = 1: Da ar ekvationssystemet pa formen

3 2 —1]1 1 2/3 —1/3|1/3
2 0 —202|~[1 0o =-11]1
~1 2 311 -1 2 3 |1

1 2/3 —1/3]1/3

~ 10 —2/3 —2/3|2/3

0 8/3 8/3 |4/3

1 2/3 —1/3]1/3

~ 10 —2/3 —2/3|2/3

0 0 0 [12/3

Detta ar en motségelse, alltsa har systemet inga losningar for a = 1.
a=3:

1 2 —1]1 1 2 1|1 1 2 —1]1
2 -2 =212 ~10 -6 00} ~10 1 01]0
-1 2 1|1 0 4 0 |2 00 012
Igen en motségelse, inga losningar for a = 3.
a=>5:
-1 2 =111 -1 2 —-11|1
2 -4 =212l ~1 0 0 —4)4
-1 2 =11 0O 0 010

Vi har tva pivotelement men tre variabler. Alltsa finns det odndligt manga losningar for
a=>5.
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3. (24241 p.) Lat f(z) = (z* — 22 — D)e™™.
(a) Finn alla lokala minimi- och maximipunkter till f.

(b) Understk funktionens beteende nér x — +o0.

(c) Skissa grafen av f.

Losning: (a) Funktionen dr definierad och deriverbar pa hela reella axeln. Som derivator
har vi

fl(z) = (42® — 2z)e™ — (2* — 22 — D)(22)e ™™ = (—=22° + 62°)e™,
F(z) = 22225 — 1122 + 9)e ™.

De enda kandidater for min- och maxpunkter ar alltsa forstaderivatans nollstallen, dvs.
losningarna till

0=f(z) = 2%(—22" + 6)6_962,
alltsd z = 0 samt z = +1/3. Genom andraderivatan ser vi
f10)=0,  f"(£V3)=-183<0.

Dirfor har f ett lokalt maximum i 2 = £+v/3. Forstaderivatan blir negativ for < 0 néra
x = 0 och positiv for x > 0 nara x = 0, alltsa har f i x = 0 ett loktalt minimum.

(b) Nér z — +oo sa ér for alla tillrdckligt stora x

4,2 4
-zt -1 =
0<fl@)=—,7—<—37—0
e’ e’
(standardgransvirde / exponentialfunktionen véixer snabbare &n varje polynom), alltsa

lim f(x)=0.

T—>+00
Pa grund av funktionens symmetri blir det samma gransvarde nar x — —oo.

4. (6 p.) Bestdm minimum och maximum av funktionen

fz,y) = e

pa triangeln i planet med hérnen (1,0), (1,1) och (0,1).

Losning: Vi hittar stationara punkter genom att hitta gemensamma nollstallen av

a 2 2 a 2 2
—f(:c,y) =e” ™2  och —f(:c,y) =" TV 2y,

ox dy

Ekvationen e *¥’2z = 0 ger x = 0 och da blir den andra ekvationen ey22y = 0, vilket
ger y = 0. Saledes &r (0,0) den enda kritiska punkten, men den ligger inte i triangeln.
Dérfor maste bada minimum och maximum ligga pa randen.

Randen bestar av tre delar. Den forsta sidan beskrivs genom y = 1 och 0 < x < 1. Dar
har funktionen formen g(z) = f(z,1) = ¢ *'. Denna funktion #r viixande for 0 < z < 1,
vilket innebar att den antar sitt minsta och storsta varde pa randpunkterna, d.v.s. for



z = 0 och x = 1 (alltsa pa hérnen). Detta ger de tva punkterna (0,1) och (1,1) som
eventuella extrempunkter.

Samma argumentationen for sidan med z = 1 och 0 <y < 1 ger de mojliga extrempunk-
terna (1,0) och (igen) (1,1).

Sidan som inte &ar parallell till nagon axel beskrivs genom 0 < z < 1 och y =1 — .
Funktionen f har dar formen

24 (122 2_
g(.’L’) — e +(1-z)* _ 6230 2z+1‘

Denna funktion ar inte monoton for 0 < x < 1. Darfor deriverar vi g for att hitta mojliga
minimi- och maximipunkter. Vi har

J(z) = (4o — 2)** 201

vilket &r noll om 42 —2 =0, d.v.s. om x = 1/2. Da éry =1—1/2 = 1/2 och vi har en
till mojlig extrempunkt.

Vi beraknar nu funktionsvérdena,

0 e,
1 e,
1 e?

)
)
)
(1/2 1/2) 1/2 = e.

Storsta av véardena &r e? och minsta vardet ar /e. Darfor ar e
minimum av f pa triangeln.

2 maximum och +/e

. (3+1 p.) I en regelbunden sexhdrning betecknas hérmen A, B,C, D, E, F (i ordning
moturs). Vektorerna e; = AB och e; = AF utgor tillsammans en bas i planet, och
detsamma géller for vektorerna f; = AC och fo = AE

(a) Uttryck vektorerna fi, fo 1 basen e, es.
(b) Om vektorn u har koordinater (1,—3) i basen f1, f2, vilka koordinater har da wu i

basen eq, e5?

Losning: (a) Ritar man sexhorningen och betecknar dess mittpunkt med M och ob-
serverar att FM = MC = AB pa grund av symmetri, sa ar

fi=AF+ FM + MC = AF + 2AB = ey + 2e;.
Darfor har vi
fo=fi+CD+ DE = ey + 2¢;, + 5 — e1 = e1 + 2e,.
(b) Att w har koordinater (1, —3) i basen fi, fo betyder att
u=f; —3fs = ey +2e; — 3e; — b6ey = —e; — Hes.

Dérfor ar dess koordinater i basen ey, es lika med (—1, —5).



6. (243 p.)

(a) Bestdm den allménna lésningen till differentialekvationen y” — 5y’ 4+ 6y = 0.

(b) Bestdm den 16sning till differentialekvationen 3’ = e*(y 4 1) som uppfyller y(0) = 0.

Losning: (a) Den karakteristiska ekvationen ar A\*> — 5\ + 6 = 0. Den kan losas med
pg-formeln,

Alltsa ges den allménna losningen till denna DE av
y(x) = Cre** + Cye®,

dar C, 5 € R ar godtyckliga konstanter.

(b) Denna DE &r separabel och darfor ekvivalent med

y—ildy = / e“dx.
Berakning av integralerna ger
log |1+ y| =e" +C, C eR. (1)
Redan nu kan vi bestdmma konstanten C' ty y(0) = 0 ger
C=-1 (2)
Fran detta och (1) far vi
[L+yl=e"""

Om vi antar att 14y &r positiv (vilket i alla fall stimmer lokalt kring 2 = 0 pa grund av
begynnelsevirdet), sa far vi

och man kan dubbelkolla att denna funktion verkligen loser begynnelsevardeproblemet.

Tentamensaterlamning annonseras pa kurshemsidan.



