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Losningsskisser till tentamen i Algebra, Matematik I, den 10 augusti 2022

1.

3.

(a) Vi borjar med Euklides algoritm:

15=1-13+2
13=6-2+1
2=2-1

s& SGD(15,13) = 1 och vi kan 16sa hjilpekvationen 172 + 10y = 1 genom att kora
Euklides algoritm baklinges: 1 =13 —6-2 =13 —6- (15— 1-13) = 15- (—6) + 13- 7.
Vi far att (z,y) = (—6,7) ar en partikularlosning till hjalpekvationen. Multipliceras
denna med 11 fas en partikulérlosning till var ekvation, sa den allménna l6sningen ges
ddrmed av

r = —66+ 13k

y =77 — 15k

for k € Z.

(b) Inséttning av losningen ger  — y = —143 + 28k. Vi behover alltsa hitta den rest av
143 modulo 28 som ligger ndrmast 0 pa tallinjen, vilket dr 3 och som fas for for k = 5.
Vi finner alltsd det minsta vardet | — y| = 3 for (z,y) = (-1, 2).
(c¢) Ekvationen har lésningar om och endast om SGD(15,p) | 11. Eftersom 15 = 3 -5 &r
3 omp=3,
SGD(15,p) =<5 om p =75, sa ekvationen &r losbar {or alla primtal p utom 3 och 5.

1 annars.

(a) Vi har primtalsfaktoriseringen 30 = 2 - 3 - 5. Det &r uppenbart att 2122 + 6 delas av 2
(bada termerna &r jamna) men inte av 3 (bara ena termen &r delbar med 3). Modulo 5
far vi

212 4 6=4" 41 1=(-1)" 4+3=-14+1=0 (mod 5)

s& talet dr delbart med 5. Alltsd & SGD(2'?2 +6,30) =2 -5 = 10.

(b) Eftersom Y \ X C {5} far vi tva fall. Forsta fallet dr att Y\ X = 0. DAY C X, sd
X =XUY ={1,2,3,4,5} och dd maste Y = {2,4,5}.
Det andra fallet ar att Y\ X = {5}. D4 ligger alltsd elementen 1, 3 och 5 i precis

en av mingderna, medan 2 och 4 méste ligga i bada, darmed &r X = {1,2,3,4} och
Y = {2,4,5}.

Polynomet p(z) har reella koeflicienter s& dven konjugatet © = —2 — i &r en rot, sa
polynomet delas av (2 — (=2 + i))(z — (=2 — 4)) = 2% + 42z + 5. Polynomdivision ger
p(2) = (22 + 42 + 5)(2% + 8). Vi behover 16sa ekvationen 2 + 8 = 0. Ansiitter vi 16sningen
pa polér form z = re?® fas r3e3 = 8e¢™. Vi behover alltsd 7 = 8 och 30 = 7 + 27n for
n € Z, vilket ger r =2 och 6 = % + %’rn Satter vi in n = 1,2, 3 fas 3 losningar.

Svar: z120=—-2%14, 23 =—-2, z45 =1% V3i.

ar+ y+ z= 1

. Vi maste undersotka antalet 16sningar till ekvationssystemet r+ay+ z=-1.
z+ y+az= 0
a 1 1
Koefficientmatrisens determinant ér, efter lite kalkyler, |1 a 1| = (a — 1)%(a + 2). For
1 1 a

a € R\ {1,—2} ar determinanten nollskild, sd ekvationssystemet har unik 16sning och

planen skér alltsa varandra i precis en punkt. I fallet @ = 1 kommer férsta och andra

ekvationen att vara motstridiga sa planen har ingen gemensam punkt. I fallet ¢ —2 far man
o r—2y+z= -1 -

efter Gausseliminering trappstegsformen y—z=1/3 sa det finns odndligt ménga

skarningspunkter.



(a) Om vi kallar punkterna P = (1,0,—1) och @ = (1,2, -3) far vi Pﬁ = (0,2,—2). Den
givna linjen har en riktningsvektor ¥ = (1, —1, —1), si en normalvektor till planet &r

0 1 &
R=POxT=|2 -1 &) =4 —28 — 28 = (—4,-2,~2).
2 1 g

Planets ekvationen &r darfor —4(x —1) —2(y —0) —2(z+1) =0, dvs 2z +y + 2z = 1.

(b) Om vi parametriserer normallinjen till planet genom den givna punkten far vi (x,y, z) =
(74 2t,t,5+1t). Stoppar vi in detta planets ekvation far vi 2(7+2t) +¢t+ (5+1¢) = 1,
med losningen ¢t = —3. Detta ger att den nirmaste punkten ar (x,y, z) = (1, -3, 2).

(a) Om @ = (z,y, 2) far vi

1 z 51
€1Xﬁ:0 Yy 52 :051—z€2+yé'3—(0, Z,y),
0 =z é},
sa
1 0 O T
F(i) =i+ (61 x @) = (z,9,2) + (0,~z,y) = (@,y —z,2+y)= |0 1 —1] |y
01 1 x
1 0 0
sa avbildningens matris &r A= [0 1 -1
0 1 1
(b) Med hjalp av lampliga radoperationer far vi
1 0 01 0 O 1 0 01 0 0
(A|Ey=(0 1 =1{0 1 0]~|0 1 00 1/2 1/2|=(E|A™)
01 1001 00 1|0 —1/2 1/2

vilket bade visar att F' &r inverterbar, och att inversa avbildningens matris ar

1 0 0
At=1(0 1/2 1/2
0 —1/2 1/2



