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Examinator: Jonathan Rohleder

Tillatna hjélpmedel: inga. Samtliga svar maste motiveras. 15 poéng ger sidkert minst betyget E.

1. (5 p.) Finn alla 16sningar till den diofantiska ekvationen

91z + 23y = 5000.

Losning: Euklides algoritm ger

91 = 323 + 22,
23=1-22+1,
22 =22.1+0.

Déarfor ar SGD (91, 23) = 1, vilket delar hégerledet 5000, och det finns ddrmed l6sningar.
Vi loser ut resterna,

—923-1-22,
922 =91 — 323,
och far
1=23-1(91—3-23)=—1-91+4-23.
Alltsa 16ser (—1,4) hjalpekvationen 91z + 23y = 1. Darfor ar
(20, y0) = (—5000, 20000)

en l6sning till den ursprungliga ekvationen. Den allménna losningen ges da av

n € 7.

xr = —5000 — 23n,
y = 20000 + 91n,

2. (242 p.)
(a) Berikna vilken manad det dr om 11° + 12* méanader.
(b) Hur manga olika bokstavsfoljder kan bildas av ADDITION?

Losning: (a) Vi rdknar modulo 12 och anvénder oss av rdknereglerna for modulirdkning:
11°+12* = (1) +0* = —1 =11 mod 12.

Nu dr det augusti, om 115 + 12* méanader &r det alltsa juli.
(b) Det handlar om arrangemang av (inte nodvandigtvis lika) objekt. Ordet ADDITION
innehaller 8 bokstaver av vilka tva dyker upp tva ganger, D och I. Déarfor finns det

8  1.2..-.-8 1
= =—-3-4..... 8=3-4-5-6-7-4(= 10080
221 1.2.1-2 2 ( )

olika bokstavsfoljder som kan bildas av ADDITION.




3. (5 p.) Bevisa med induktion att

E:H +1)(2n +1)

galler for n = 1,2,3,..., dvs. for alla positiva heltal.

Losning: Induktionsbas: For n = 1 har vi

En: k? =12
k=1

och

1 1
6n(n+1)(2n+1):61-2~3:1,

de tva uttrycken ar alltsa lika varandra.

Induktionsantagande: For nagot positivt heltal n galler det att
Zk2 n(n+1)(2n+1).

Induktionssteg: Vi vill visa att

n+1

Zk2 n+1 )(n+2)(2(n+1) +1). (1)

Faktiskt har vi enligt induktionsantagandet

n+1

=(n+ 1)(%n(2n+ 1) +n+ 1) = é(n+ 1)(n(2n+1) +6(n+ 1))

:ém+1xn+m@n+a,

och detta ar exakt hogerledet i (1).

4. (343 p.) (a) Skissa omradet D; i planets forsta kvadrant som begrénsas avz = 0, y = 0
samt y = 1 — 22 och berikna dubbelintegralen

// rdxdy.
Dy

(b) Berdkna [f}, cosy/a?+y?dxdy, dér D, begrinsas av cirklarna 2* +y* = 1 och
? + 9% = 3.

Losning: (a) Vi ska berékna

//1 xxdydx—/[xy]; ‘dx _/lel_xz)dx—/ol(x—x?’)dx
1
2
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(b) I poldra koordinater far vi

2 V3 V3
/ cosv/x? + y?daxdy = / / rcosrdrd@z?w/ rcosrdr
Dy o J1 1

V3
=27 ([rsin'r]}/g—i—/ sinrdr)
1

27 (\/gsin\/g —sin 1+ [— cos 7"]1/5)
2 (\/gsin\/g— sinl — COS\/§+COSI> ,

dar vi har integrerat partiellt.

. (5 p.) Med avseende pa en ON-bas (eq, ey, €3), lat P beteckna den ortogonala projek-
tionen pa planet x + y + z = 0 i rummet. Dessutom lat T vara den linjira avbildningen
som uppfyller

T(el + eg) =ey + €3, T(e1 -+ 83) = e + e, T(e2 -+ eg) =e; +e;s.

Visa, att T" ar inverterbar och att P inte ar inverterbar, och berakna matrisen till den
sammansatta avbildningen 77! o P.

Losning: Vi borjar med att berdkna matrisframstallningen M av T'. Betecknar vi kolon-
nerna av M som mq, mo, ms sa far vi

0 1 1
my + meo = 1 y m1+m3: 1 3 m2+m3: 0 3
1 0 1
eller med andra ord
110 011
M1 0 1]=1(110
011 1 01
Med hjalp av Gausseliminering far man
011 110\ " 011 1 1 1 -1 0 01
M=|[1120 1 01 :11051—11:100
1 01 011 1 01 -1 1 1 010

Sarskilt galler det M = 1 # 0, darfor ar M - och sedan T - inverterbar.

Den ortogonala projektionen P beridknas formelenligt,

—_

. 20—y —z
P(Iayaz>:(xayvz)_ <<((1’171)’( Ed )> 1 :é —a:+2y—z

) 71a17171)> 1 —$—y+22
Matrisframstallningen N till P ar alltsa
2 -1 -1
N=-1-1 2 -1



P &r inte inverterbar, da det N =1/3(8 —1—-1—-2—-2—2) = 0.
Matrisframstallningen till 7! o P &r lika med

-1

001\ ", /2 -1 -1 01 0\,/2 1 -1
M*N=(100] =|-1 2 —-1]=(001)=[-1 2 -1

010/ 3\1 -1 2 100/3\21 -1 2

(12 -

L

3\eo -1

. (243 p.) For varje virde pa det reella talet a har vi givet funktionen
fa(z.y) =142 +ay + 27 + ¢

(a) Bestam en normalvektor till tangentplanet till grafen z = f,(x,y) for z = 0,y = 0.

(b) For varje virde pa det reella talet b betrakta planet © = y — bz. Detta skér planet
r = 2y—2zienlinje L,. For vilka a och b géller det att tangentplanet till f, i (z,y) = (0,0)
ar vinkelrdatt mot linjen L;?

Losning: (a) Vi har

afa . 12 8fa _
ax(x,y)—l—i-l?)x , ay(az:,y)—a—i—Qy.

Alltsa uppfyller tangentplanet i (zg,y0) = (0,0) ekvationen

0 0
z = f(zo,y0) + a—i(fo,yo)(ﬁ —xg) + a—ch(%, Yo)(y — %o)

= 140+ ayo + x5 + yg + (1 + 1325) (x — o) + (a + 2y0) (y — vo)
=142+ ay.

En normalvektor till tangentplanet i (zo, o) = (0,0) ges alltsa av

(b) Skérningen L; mellan de tva planen kan berdknas genom att 16sa

T
11 —b ~
(—1 2 —2) vl =0
z

-1 1 —b 1 -1 b
-1 2 =2 0 1 b-2)°

Vi véljer t = z godtyckligt och far y = (2 — b)t, x = y — bt = (2 — 2b)t, darfor

och Gausseliminering ger

2—2b
Lbit 2—b
1



Tangentplanet till f, i (0,0) &r vinkelrdtt mot L;, om och endast om 7, &r parallell till
riktningsvektorn av Ly, alltsa

2—2b
(1 a -1)=Xx[2-0
1
Den tredje ekvationen ger A = —1, och de forsta tva ar da 1 = 2b — 2 samt a = b — 2.
Detta linjara ekvationssystem loses av b = 3/2,a = —1/2.

Tentamensaterlamning annonseras pa kurshemsidan.

Lycka till!



