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Inga hjdlpmedel tillatna. Alla svar ska motiveras noga.

Uppgift 1. Svara pa foljande fragor.

a) Hitta en losning till ekvationen 6z + 18 = 12 i Zys.

)

b) Ge exempel pa en delgrupp till (Zyg, +) med exakt 5 element.

¢) Vilken rest fir man da z7 + 2% 4+ 2 + 1 € Zs[z] delas med (z +4)?
)

d) Om man har genererat primtalen p = 7, ¢ = 3, ge exempel pa en publika RSA-nyckel

tillhorande dessa primtal.
e) Rita en graf med kromatiskt tal 3, minst ett horn med grad 6, och med en Eulerkrets.

Lésning. (a) Ekvationen blir ekvivalent med att losa den diofantiska ekvationen 6x+42y = —6.
Division med 6 ger  + 7y = —1. En lésning é&r x = 6, y = 1, s& x = 6 ar en 16sning. (b)
Maéangden {0,4,8,12,16} ar en sadan delgrupp.

(c) Vihar att 27+ 2% + 2+ 1 = q(z)(x +4) +r, dér r € Zs ir resten. Sitter vi in x = 1, fr vi
1" +1541+1=¢q(1)5+r. Eftersom 5 = 0 i Zs, ger detta att 4 = r, och vi har hittat resten.
(d) Vi berdknar m = (p—1)(¢—1) = 6-2 = 12. Vi maste nu vilja e > 1, sa att sgd(e, 12) = 1.
Dessa e ar {5,7,11}, och tillsammans med pg = 35 bildar de 3 mojliga publika nycklar.

(e) Tag tre trianglar, som delar ett horn.

Tre farger behévs pga. triangeln, och det &r latt att se att tre farger rdcker. Mittenhérnet har
grad 6, och vi ser att det finns en Eulerkrets da graden for varje horn ér jamnt, och grafen ér
sammanhangande.

Uppgift 2. I ett 6 x 6-rutnédt kan man bilda stigar som boérjar i det nedre vanstra hornet och
slutar i det 6vre hogra hornet. I varje steg sd gar man antingen uppét, eller hoger (se figur).




a) Berdkna det totala antalet sadana stigar—svara med ett heltal.

b) Antag att varje ruta innehaller ett heltal mellan 0 och 22. Virdet pa en stig ges av summan
talen i alla rutor den besoker. Visa att det finns tva olika stigar med samma varde.

Losning. a) 1 en stig maste man gora totalt 5 uppsteg samt 5 hogersteg. Alla mojliga
permutationer av 10 sddana steg ger en giltig stig. Saledes finns det

10 10-9-8-7-6
=  =9.9.92.7 = .4 = 2592
<5> 130 9-2-7=03 5

sadana stigar.

b) Varje stig besoker exakt 11 rutor, sd det maximala vardet pa en stig ar 11 x 22 = 242. Det
finns alltsé 243 olika virden som en stig kan anta, men hela 252 olika stigar. Ladprincipen
ger da att det finns (minst) tva olika stigar med samma vérde.

Uppgift 3. Betrakta heltalsekvationen
T+ To+ -+ xg+ a9 =17, T1, T2, ..., 09 > 0. (1)
(a) Bestdm totala antalet heltalslosningar till ekvationen.
(b) Hur manga l6sningar till (1) uppfyller att zy + xo + x3 = 27
(c) Bestam antalet l6sningar till (1) som uppfyller de tre villkoren

T+ T+ 23 F 2, T4+ x5+ T6F 2, X7+ T8+ X9 F 2.

Svaren far innehdlla kombinatoriska kvantiteter—binomialtal, fakulteter, etc.

Lésning. (a) Det finns (7;;8) 16sningar.

(b) Ekvationen x; 4+ x5 + x3 = 2 har (2;2

de (5;5) = 252 losningarna till x4 + - - - + x9 = 7 — 2. Totalt alltsa (g) (150) 16sningar.

) = 6 l16sningar, och vi maste kombinera dessa med

(¢) Vi anvander inklusion-exklusion. Lat

o A; vara méangden losningar som uppfyller att x; + xo + x3 = 2,
o A, vara méngden losningar som uppfyller att x4 + x5 + 26 = 2,

o Aj vara méngden l6sningar som uppfyller att x7 + xg + 9 = 2.
Vi maste rdkna ut storleken pa snitt av saidana méngder.

. A = (;1) (150) enligt (b)-delen (och symmetri).



o |A; N Ayl kréver
T1+xo+ax3=2, x4+T5+7T5=2, T7+ x5+ T9=23.

Dessa kan raknas oberoende av varandra, och vi far (3) (3) (g) l6sningar.

o« AN Ay N Az = () eftersom vansterledets summa dr 6, och det kan da inte vara 7.

Det finns nu flera “varianter” av varje snitt, dar man valjer vilka mangder som ingar. Till

exempel, det finns (g) olika snitt av tva olika A;.

Satter vi nu samman allt enligt inklusion-exklusionsformeln, far vi

3\ (15 3\ [4\ (10 3\ [4\ [4) (5
- — 0 =2979.
()= 0)C)E) - GRG0 -=m
Uppgift 4. En graf ' = (V| E) definieras enligt foljande. Vi har V. ={S: S C{1,2,...,8}},
dvs. hornen utgors av alla mojliga delméangder till {1,2,...,8}. Tva horn Sp, Sp ar samman-
bundna med en kant om méngden S; kan fas fran mangden S5 genom att lagga till eller ta
bort exakt ett tal. Till exempel sa ar {1,2,5,7} och {1,2,4,5,7} sammanbundna med en
kant.

a) Bestam alla granner till hornet {1,2,5,7}.

b) Visa att I har en Eulerkrets.

Lésning. a) Grannarna ar {2,5,7}, {1,5,7}, {1,2,3,5,7}, {1,2,4,5,7}, {1,2,7}, {1,2,5,6, 7},
{1,2,5} samt {1,2,5,7,8}.

b) Vi kan na alla horn fran (), genom att succesivt lagga till ett tal i taget. Detta visar att T’
ar sammanhéangande. Vidare, om vi har ett horn, S, sa har det exakt 8 grannar, varje tal i
{1,2,...,8} kan antingen laggas till eller tas bort fran S for att ge en granne till S. Eftersom
graden for varje horn ar 8, sa garanterar detta en Eulerkrets.

Uppgift 5. En paritets-alternerande permutation © € S,, uppfyller att
m(j)=j mod2 forallaj=1,2... ,n.

Till exempel ar

1234567
R R
3256147

en paritetsalternerande permutation i Sg. Lat P, vara méngden paritets-alternerande permu-
tationer av talen {1,...,n}.

a) Skriv ned alla paritetsalternerande permutationer i Pj.



b) Visa att P, ar en delgrupp till S,,.

¢) Argumentera for att det finns en grupp-isomorfi mellan P; och Sy x S3. En mening eller
tva racker.

Lésning. a) Fran definitionen kan man utldsa att en paritetsalternerande permutation skickar
udda tal pa udda tal, och jimna tal pa jamna tal. Vi far da de fyra permutationerna

(M)B)E), (M(E4)B), (13)(2)(4), (13)(24).

b) Om 7,0 € P,, s kommer 7! ocksé skicka udda p& udda och jamna tal p& jamna. Vidare,
m(o(k)) ar udda precis da k ar udda, s P, ér sluten under grupp-operationen. Detta ricker
for att konstatera att P, ér en delgrupp.

¢) Vi har att P; = S, X S3, eftersom vi redan konstaterat att en permutation i P; kan delas
upp i en permutation av de udda talen for sig, och de jamna talen for sig. Ska man vara
petig, sa ges en isomofi av

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 1 2 3
N e \ 1 4 A
m+1l w3+l w5+l w4l Ty M4 Te
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och som exempel, sa skickas 7 = (153)(2)(46)(7) € P till paret ((132)(4), (1)(23)) € S4xS;.
Uppgift 6. Lat X vara mangden av ord av langd 6 med bokstéverna {x,y,z}, och varje
bokstav maste forekomma minst en ging. Till exempel, xyzzyz € X, men xyyyyy ¢ X.

Gruppen Zg verkar pa X genom att k € Zg roterar ordet cykliskt £ steg till vanster. Till
exempel,
2 - Xyzzyz = zZyZXy.

a) Visa att storleken pa X ges av 3!-5(6,3), dir S(6,3) = 90 ar ett Stirlingtal.
b) Ge exempel pa ett element i X som fixeras av 3 € Zg.

¢) Bestam antalet banor i X under gruppverkan av Zg, svara med heltal.

Lésning. a) Ett ord (wy, ..., ws) € X kan tolkas som en surjektion fran 1,2, ..., 6 till médngden
{x,y,z}. Antalet sidana surjektioner ges av 3! - S(6, 3).

b) Ordet xyzxyz fixeras av 3, da cykliskt skift tre steg at vanster inte andrar ordet.

¢) Vi anvinder Burnsides lemma. Inget ord fixeras av 1 eller 5, da detta skulle tvinga
w; = wy = - -+ = wg men detta kan da ej innehalla alla tre bokstéaver. Pa samma séitt, element
som fixas av 2 eller 4, skulle tvinga w; = w3 = ws och wy = w4 = wg, och da kan det inte
heller innehalla alla tre bokstédver. Ett ord som fixeras av 3 bestdms unikt av wy, ws, ws, och
dessa varden maste vara en permutation av {x,y,z}. Det finns alltsa 3! fixpunkter. Burnsides
lemma ger da slutligen att antalet banor blir

£(31-5(6,3)+3!) = 5(6,3) + 1 =91.



