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Tillatna hjdlpmedel: Minirdknare och formelsamling delas ut vid tentamens-

tillfallet. Tabell 6ver F-kvantiler aterfinns nedan. Det géller dven att
2.5(1)~ 3.8

X0.05 O

Resonemang skall vara tydliga och latta att folja. Varje korrekt och fullstandigt

16st uppgift ger 10 poéng. Foéljande grinser géller for betygen A-E:

A B C D E
45 40 35 30 25

Uppgift 1

For att undersoka prisutvecklingen hos en viss typ av paron uppskattades
det genomsnittliga kilopriset y; i Sverige under nio pa varandra foljande
ar (r1 = 2012,z9 = 2013,...,29 = 2020). Man ansatte en enkel linjar
regressionsmodell

Yi=a+ Bz —2)+e, i=1,...,9,

dér y; dr en observation av Y;, 7 = 39_, x;/9 och &; ~ N(0, 0?) &r oberoende
feltermer.

a) Berdkna en skattning av det forvantade kilopriset ar 2022 om y =
01 i/9 = 26.9 och Y0 yi(z; — ) = 27.3. (4 p)
b) Berdkna medelfelet d for skattningen i a), om kvadratsumman for varia-
tionskéllan “Residual” i variansanalystabellen ges av Kvs = 0.9274. (3 p)

c) Ange ett 95% konfidensintervall for det forvéantade kilopriset ar 2022.
(Ledning: Intervallet innehaller kvantilen g g25(7) = 2.3646.) (3 p)
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Uppgift 2

Ett ldkemedelsforetag har sedan lange astmamedicinen 1 pa marknaden och
vill underscka om en annan, nyutvecklad medicin 2 har samma effekt. For
respektive medicin uppméttes syreupptagningsformagan Y hos 5 patienter
en timme efter att de tagit en dos (olika for de 5 patienterna). Sedan antogs
en linjar dos respons-kurva for respektive medicin. Det svarar mot en linjar
modell

}/;j:ai—i-ﬁixj%-aij, 1=1,2, j=1,...,5, (1)
for syreupptagningsférmagan hos den patient som tagit dosen z; mg av
medicin 4, dir feltermerna g;; ~ N(0,0?) antas vara oberoende.

a) Ange observationsvektor Y, designmatris A, parametervektor @ och fel-
termsvektor € for den linjara modellen

Y = A0 + .

som svarar mot (1). (Ledning: € har fyra element, tva intercept och tva
effektparametrar.) (3 p)
b) Nollhypotesen

Ho:on =az, b1 =02
att de tva medicinerna har samma effekt kan formuleras som 8 = B\ for
lampligt valda B och A. Ange B och A. (Ledning: X har tva element.) (3 p)

c) Nedan anges ett utdrag ur variansanalystabellen for forsoket. Anvind
det for att testa nollhypotesen pa nivan 5%.

’ Variationskalla ‘ Kvs
Avvikelse fran Hy | 6.8910
Residual 1.1060
Totalt 7.9970

(4 p)

Uppgift 3

Ett byggforetag utfor en kvalitetskontroll genom att méta fuktigheten i ett
betongparti som bestar av ett antal olika betongblock. Man véljer ut ett
stickprov pa 5 block och genomfér 3 métningar pa varje block. De uppmétta
fuktigheterna Y;1, Y;o, Y;3 for block ¢ = 1,...,5 antas folja en ensidig vari-
ansanalysmodell
Yij = pu+0i +eij

av typ 1I, med vintevirde p, oberoende blockeffekter §; ~ N(0,02) och
miitfel £;; ~ N(0,02). Resultatet sammanfattas i f5ljande tabell, i form av
stickprovsmedelvirden Y;. och stickprovsvarianser 312 for matningarna inom
respektive betongblock:
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Block | Y. s2

)

1 3.1 10.035

2 2.6 | 0.031
3 2.8 | 0.020
4 3.3 | 0.046
5 2.7 1 0.023

a) Skatta de tva varianskomponenterna o och o2. (Ledning: Du har nytta
av att berdikna stickprovsvariansen av Y;., i = 1,...,5.) (5 p)
b) Ange ett 95% konfidensintervall fér p. (Ledning: Den ¢-kvantil du
behover fas som kvadratroten ur en lamplig F-kvantil i tabellen nedan.) (5 p)

Uppgift 4

Lat yi,...,yr vara observationer fran en AR(1)-process
Vi = o(Yi1 — 1) + 2, )

dir = E(Y;) och g, ~ N(0,02) dr oberoende och normalfsrdelade.
a) For vilka virden pa ¢ ar processen stationédr? (Inget bevis kréavs.) (1 p)

b) Givet virden pa ¢ enligt a), hiirled virden pa o = Var(Y;) och autokor-
relationsfunktionen py = Corr(Y;, Yiqx) for £ =0,1,2,.. .. (4 p)
c) Parametervektorn for en AR(1)-process kan skrivas 1 = (u, ¢,02). Lat
f(ytlyi—1) ange den betingade téthetsfunktionen for Y; given Y;—1 = y;—1
och definiera en approximativ log likelihood

(¥) = Yialog f(yelye—1) 2 ’
= 7, [log(vamo,) + et ml’]

Bestam ML-skattningarna i och qg av u och ¢, baserat pa den approximativa
log likelihooden (3). (Ledning: Skriv om (2) som Y; = a + ¢Y;_1 + &, dér
a = u(l — ¢). Borja med att bestdmma ML-skattningar & och ¢ av a och
#, som inte kommer att bero pa viirdet av o2. Ditt svar kan uttryckas med
hjilp av bland annat & = Y7y /(T — 1) och 5 = S y:/(T —1).) (5 p)

Uppgift 5

Anta att vi har en multipel linjar regressionsmodell

Y =A0+¢
med observationsvektor Y = (Y7,...,Yy)T, designmatris A, regressions-
parametrar 8 = (a, f1, ..., Br_1)’ och feltermsvektor € ~ N(0,02Iy), dir

Iy ar en identitetsmatris av ordning N. Minsta kvadrat-skattningen fr =
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(fi1,...,in)T av viintevirdesvektorn g = A@ kan skrivas med hjilp av
hattmatrisen H = (hz-j)%-:l som

fo=HY. (4)

a) Utga fran minsta kvadrat-skattningen av @ och visa att hattmatrisen kan
uttryckas endast med hjalp av designmatrisen enligt

H=AATA) AT

(3p)
b) Lat e; = Y; — [1; vara residualen for observation i. Visa att

E(@?) == 0'2(1 - h“) (5)
(Ledning: Det kan vara enklast att forst understka kovariansmatrisen Var(e) =
Var(Y — f1) for hela residualvektorn e = Y — i = (eq,...,ex)’, genom att
utnyttja (4) och egenskaper hos H.) (3 p)
c) Hérled hattmatrisen for enkel linjar regression, dér de forklarande vari-
ablerna fore centrering har vérdena x1,...,zy. Anvind sedan (5) for att
forst ge ett uttryck for E(e?), och sedan diskutera vilka observationspunkter
(24,Y;) som kan forvintas vara inflytelserika. (Ledning: Borja med att stélla
upp designmatrisen. Nar du gor det far du enklast rdkningar om du forst
centrerar de forklarande variablerna i regressionsmodellen.) (4 p)
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fi=1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10
fo=1] 1614 199.5 215.7 224.6 230.2 234.0 236.8 238.9 240.5 241.9
2 185 190 192 192 193 193 194 194 194 194
3 10.1 9.6 9.3 9.1 9.0 8.9 8.9 8.8 8.8 8.8
4 7.7 6.9 6.6 6.4 6.3 6.2 6.1 6.0 6.0 6.0
) 6.6 5.8 5.4 5.2 5.1 5.0 4.9 4.8 4.8 4.7
6 6.0 5.1 4.8 4.5 4.4 4.3 4.2 4.1 4.1 4.1
7 5.6 4.7 4.3 4.1 4.0 3.9 3.8 3.7 3.7 3.6
8 5.3 4.5 4.1 3.8 3.7 3.6 3.5 3.4 3.4 3.3
9 5.1 4.3 3.9 3.6 3.5 3.4 3.3 3.2 3.2 3.1
10 5.0 4.1 3.7 3.5 3.3 3.2 3.1 3.1 3.0 3.0
11 4.8 4.0 3.6 3.4 3.2 3.1 3.0 2.9 2.9 2.9
12 4.7 3.9 3.5 3.3 3.1 3.0 2.9 2.8 2.8 2.8
13 4.7 3.8 3.4 3.2 3.0 2.9 2.8 2.8 2.7 2.7
14 4.6 3.7 3.3 3.1 3.0 2.8 2.8 2.7 2.6 2.6
15 4.5 3.7 3.3 3.1 2.9 2.8 2.7 2.6 2.6 2.5
16 4.5 3.6 3.2 3.0 2.9 2.7 2.7 2.6 2.5 2.5
17 4.5 3.6 3.2 3.0 2.8 2.7 2.6 2.5 2.5 24
18 4.4 3.6 3.2 2.9 2.8 2.7 2.6 2.5 2.5 2.4
19 4.4 3.5 3.1 2.9 2.7 2.6 2.5 2.5 24 24
20 4.4 3.5 3.1 2.9 2.7 2.6 2.5 24 2.4 2.3
21 4.3 3.5 3.1 2.8 2.7 2.6 2.5 2.4 2.4 2.3
22 4.3 3.4 3.0 2.8 2.7 2.5 2.5 24 2.3 2.3
23 4.3 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 2.4 2.4 2.3 2.3
24 4.3 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 24 24 2.3 2.3
25 4.2 3.4 3.0 2.8 2.6 2.5 2.4 2.3 2.3 2.2
26 4.2 3.4 3.0 2.7 2.6 2.5 24 2.3 2.3 2.2
27 4.2 3.4 3.0 2.7 2.6 2.5 2.4 2.3 2.3 2.2
28 4.2 3.3 2.9 2.7 2.6 24 24 2.3 2.2 2.2
29 4.2 3.3 2.9 2.7 2.5 24 2.3 2.3 2.2 2.2
30 4.2 3.3 2.9 2.7 2.5 24 2.3 2.3 2.2 2.2

Table 1: F-kvantiler Fy o5(f1, f2) avrundade till en decimals noggrannhet




