STOCKHOLMS UNIVERSITET
MATEMATISK STATISTIK

Losningar till tentamensskrivning for kursen
Linjara statistiska modeller

20 oktober 2022 14-19

Ezaminator: Ola Hossjer, tel. 070/672 12 18, ola@math.su.se

Uppgift 1

a) Eftersom Z = 2016 foljer att > (v; — )% = 2(12 + 22 + 3% + 4%) = 60.
Det ger minsta kvadrat-skattningar

= §=26.9,
= >.vi(zi — )/ > (x; — z)? = 27.3/60 = 0.455

av intercept och lutning. Det forvéantade kilopriset 2022 &ar

Q> QU

1(2022) = a + (2022 — ) = a+ 64,
och det skattas med

[i(2022) = & + 65 = 26.9 + 6 - 0.455 = 29.63.

b) Eftersom vi har N = 9 observationer foljer att

Var(f1(2022)) = Var(d) + 62 Var(3) = o2 (§+729 (62 _)2)
i=1\Ti—%
= 0% (§+ ) =0.11102,

dar felvariansen skattas med

.o Kvs(Residual)  0.9274
6° = =

= = 0.1325.
N -2 7 01325

Det ger ett medelfel

d = \/Var((2022)) = vV0.71162 = v/0.711 - 0.1325 = 0.3069.

c) Konfidensintervallet ges av

I = [1(2022) + tg,025(N — 2)d = 29.63 + 2.3646 - 0.3069 = (28.90, 30.36).
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Uppgift 2

a) Matrisformuleringen av den linjira modellen Y = A0 + € ges av

Y11 1 X1 0 0 €11
Yio I 2o 0 O €12
Y13 1 I3 0 0 €13
Y14 1 24 0 O ay €14
Yis [_[ 1 25 0 0 b1 L | e
Y21 0 0 1 I (%) €921
Yoo 0 0 1 = B2 €22
Y23 0 0 1 T3 €923
You 0 0 1 @y €24
Y25 0 O 1 T5 €95

b) Lat A = (A1, A2)” innehélla det gemensamma interceptet A\; = oy = an

och den gemensamma effektparametern Ao = $1 = 2 under nollhypotesen
Hy. Denna nollhypotes svarar mot 8 = B\, déar

10

0 1

B = 10

01

c¢) Eftersom antalet observationer N = 10, grundmodellen har k& = 4 para-
metrar och hypotesmodellen [ = 2 parametrar foljer att

Mkvs(Avv. fran Hy) = Kvs(Avv. fran Hyp)/(k — 1) = 6.8910/2 = 3.4455,
Mkvs(Residual) = Kvs(Residual)/(N — k) = 1.1060/6 = 0.1843.
Det ger en
Mkvs(Avv. fran Hp)  3.4455
Mkvs(Residual) 0.1843

som Overstiger Fyos(k — I, N — k) = Fy05(2,6) = 5.1. Vi kan alltsa forkasta
nollhypotesen att medicinerna har samma effekt.

F-kvot = = 18.69

Uppgift 3

a) Antalet frihetsgrader for residualerna Y;; — Y;. #r 5(3 — 1) = 10. Det ger
en skattning

62 = MVS(Inom block)

)

= vas(Inom block)

10 i Z 1(Yij — Yi)?
16 21

>

(0.
.031

O il

=195
35+0031+0020+0046+0023)
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av o2. Eftersom radmedelvirdena

2
_ g
Vi=ptdi+a ~Npos+ )

ar sinsemellan oberoende, kan vi anvinda deras stickprovsvarians for att

skatta of + 02/3:

63 + 302 L (Vi - V)2

Wl
»M»—lcn

+(2.7 - 2.9)%].
.085.

Il
o

Det ger i sin tur en skattning

0085—$—0075

av Ug.

b) Minsta kvadrat-skattningen av p &r ji = Y. = 2.9. Eftersom

. o? 02
Var(fi) = €5+B

kan vi utnyttja rékningarna i deluppgift b) for att erhalla ett medelfel

d = /Var(i)

och konfidensintervall

I = [jEtoes(4)d

2.9 4 \/Fo.05(1,4) - 0.1304

2.9 + /7.7 - 0.1304
= (2.54,3.26)

for ;o med konfidensgrad 95%.

Uppgift 4

a) AR(1)-processen ér stationidr da |¢| < 1.
b) Sitt Xy = Y; — p, sa att

Xy = oXi 1 + &y

5-1 )
[(3.1—-2.9)% + (2.6 — 2.9) + (2.8 — 2.9)? + (3.3 — 2.9)*
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Eftersom X;_ 1 beror av feltermer e;_ 1, 2,... s& kommer X; | att vara
oberoende av ¢;. Av detta och stationériteten hos {X;} foljer att

02 = Var(¥;) = Var(X;) = Var(¢X;_1 + &)
= ¢*Var(X;_1) + Var(e;) = ¢?0% + o2,
Loser vi ut denna ekvation med avseende pa o2 sa erhalls
o? = o?
1—¢?
Vidare har vi, givet £ > 1, att

Te = COV(Y;U Y;f-‘rk) = COV(Xtv Xt-‘rk) = COV(Xtv OXtrk—1+ 5t+k) (2)
= ¢Cov(Xy, Xpyk—1) + Cov(Xy, e44k) = dYg—1-

Eftersom vy = 02 s& medfér (2) (med induktionsbevis) att v, = Y9¢*. Det
ger

_ Cov (Y3, Yiik) _ Cov(Xt, Xiik) [ S [
VVar(Y)/Var(Yirr) v/ Var(Xp)/Var(Xerr) V0V 0 '

Pk

¢) Med hjélp av ledningen kan vi skriva (den approximativa) log likelihooden

SO11
T

($) =1U(a,$,02) =C1 = Ca Y (yr — a— dyr—1)’, (3)

=2
dir C; = —(T — 1)log(v/27m0.) och Cy = (202)~! &r positiva och beror av
o2. Oavsett virdet pa o2 sd maximeras [(1)) genom att minimera kvadrat-
summan i (3). Detta &r ekvivalent med att skatta (icke-centrerat) intercept
a och lutning ¢ med minsta kvadratmetoden i en enkel linjér regression
med data {(ys—1,5)}y, dir z; = 31 och y; svarar mot forklarande va-

riabel och responsvariabel fér observation (¢, y:) = (yi—1,y:). Med T =
S oa /(T —1) =37 g /(T —1) och § = S, /(T — 1) far vi alltsa

= Y1 — By Tio(yr1 — T)?,
= - o

>

Eftersom p = a/(1 — ¢) ger det ML-skattningen

fp=a/1-¢)=H—02)/(1-¢)~y

av u, dir vi i sista ledet utnyttjade att £ ~ ¢y om T &r stor.
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Uppgift 5

a) Lat @ = (AT A)"'ATY vara minsta kvadrat-skattningen av parameter-
vektorn 6. Hirur foljer att

jo=A0 = A(ATA)'ATY = HY.
Eftersom detta samband ska gélla for alla Y sa ges hattmatrisen av
H=AATA) AT (4)
b) Vi kan skriva residualvektorn som
e=Y -—u0=Y-HY =(Ixn—-H)Y,

dér Iy &r identitetsmatrisen av ordning N. Av detta, och det faktum att
Var(Y') = Var(e) = 021y, foljer att residualvektorn har kovariansmatrisen

Var(e) = (Iy — H)Var(Y)(Iy— H)T
o?(In —H)Iy — H)T

= o’(Iy—HT'-H+ HH?Y) (5)
= o’(In—H-H+H)
= o?(Ixy — H).

I det fjirde steget av (5) utnyttjades att hattmatrisen &r symmetrisk (H =
H7T) och idempotent (H = HH), vilket foljer ur (4) och riikneregler for
matriser. Vidare ges véantevirdet for residualvektorn av

E(e)=E[In-—H)Y|]=(In-H)p=p—p=0, (6)

dér vi i nést sista steget utnyttjade att Hu = HAO = AO = pu. Eftersom
Var(e;) fas ur i:te diagonalelementet av kovariansmatrisen i (5), och E(e;)
fran komponent 7 av nollvektorn i (6), f6ljer att

E(BQ) = E(@Z’)Q + Var(ei) = 02 + 0'2(IN - H)“ = 0'2(1 - h“) (7)

)

¢) Om den forklarande variabeln centreras i den enkla linjéra regressions-
modellen fas
Yi=a+B(zxi—%)+¢e, i=1,...,N,

dir T = Zfi 1 Zi/N. Av detta foljer att designmatrisen ges av

1 z1—=x

N 0
_ . . T _
A=l :AA‘< 0 Zﬁ-il(xj—xf)'
1 ay—=x

Sedan anvénder vi (4) for att rikna ut hattmatrisen enligt

-1 1
N * 0
H:A< 0 SN 0 _2> AT=4a( 7 1 AT,
Zj:l(‘rj — ) Sl (z—7)?
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Speciellt ges hattmatrisens i:te diagonalelement av

1 (zi — 2)?
N Zé‘vﬂ(fﬁj - f)2.

En inflytelserik punkt (z;,Y;) drar i storre utstrackning till sig den skattade
regressionslinjen, sa att residualen e; blir liten. Ju storre virdet pa hy; ér,
desto mindre blir variansen for denna residual enligt (7). Det foljer alltsa av
(8) att en observationspunkt kan forvéntas vara mer inflytelserik ju lingre
dess forklarande variabel x; ligger ifran centrum Z i férhallande till 6vriga
observationer. Detta svarar mot den sa kallade hivstangseffekten (leverage
points).

hii = (8)



