OBS! Det ursprungliga 16sningsforslaget innehgll skrivfel i 16sningarna till uppgifterna 2(c)
och 4(b), som i efterhand uppmirksammats av studenter. Detta dr en reviderad version dir
dessa fel ar atgirdade.
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15 poidng ger garanterat betyg E. Motivera alla 16sningar noggrant. Obevisade deluppgifter
kan anvéndas.

1. (a) (1 podng) Definera begreppet "linjar avbildning”.

(b) (1 poing) For ett naturligt tal » > 1 betrakta avbildningen Tr : M, (R) — R som uppfyller
Tr(A) =Y 1", Ai;. Lat k > 1 vara ett annat naturligt tal och B € M, ,,(R) en matris. Kontrollera
att avbildningen fran M,, ,(R) till R som defineras genom formeln A — Tr(AB) &r linjér.

(c) (3 poéng) Lat T : M, 3(R) — R vara den linjéra avbildningen som uppfyller
T(A) =Tr(AB),

dar

1 0

B=1[0 1

1 -1

Bestdm N(T") och R(T") och hitta en bas till N(T').

Lo6sning.

(a) Se bok eller foreldsningsanteckningar.

(b) D& matrismultiplikation &r distributiv, behover vi bara visa att Tr &r linjér. Detta kan ses genom
foljande rakning for A;, As € M, (R) och ¢ € R.

n

Tr(A; + cAz) = Z((Al)n' + (cAz2)ii)

= (A + ¢ (A2)ii
i=1 i=1
=Tr(A;1) + cTr(As).
(¢) Vikan direkt se att R(T") = R {or att det dr ett delrum av R och
1 0
1 00 1 00 10
T(<0 0 0>) - Tr((o 0 0) (1) _11 ) _Tr((o 0>) =1#0.
For en allmén matris A € My 3(R) berdknar vi

_ A+ Az A — A

= Tr((Azl +Azs Az — A23>) A At e = A



Alltsa géller
N(T) ={A e My3(R) | A1y + A1z + Azz — Az3 =0}

D& dimN(T) = dimMsy3(R) — dimR(7T") = 5, ar det tillricklig att hitta 5 linjirt oberoende
vektorer i N(T) for att bestimmer en bas. De vektorer

1 00 0 01 0 00 01 0 0 0 0
0 0 1)’\0 0 1)°\0 1 1/°\0 0 0/)’\1 0 O

ar element av N(T') och dem &r linjért oberoende for att de genererar Mj 3(R) tillsammans med

vektorn
0 0 O
0 0 1/)°

2. (a) (1 podng) Definiera koordinater av en vektor relativ till en ordnad bas.
(b) (1 poéng) Definiera begreppet “basbytesmatris”.

(¢) (3 poéng) Betrakta vektorrummet P2(C) med foljande familjer av vektorer:
B=(1+zx+22% 14z + %) och
y=(x+2* 14z +2%1—2?).

Visa att 8 och v &r baser for Po(C) och berdkna basbytesmatris fran S till .
Lo6sning.
(a) Se bok eller foreldsningsanteckningar.

(b) Se bok eller foreldsningsanteckningar.

(c) Lat € = (1,x,2?) vara standard ordnad basen av Py (C). Vi skriver koordinatvektorer relativ till
€ for vektorerna i 8 som koloner av en matris och berdkna dess determinant for att visa att § ar
en ordnad bas. Med

o= O
— ==

far vi

1 1 0 1
dethet(2 1>det<2 1)1+21.

Alltsa ar 8 en ordnad bas. Vi verifierar pa samma sétt att v r en ordnad bas. Matrisen

01 1
cC=(|11 0
11 -1

har determinanten

1 1 1 1
detC:—det(1 _1>+det<1 O>:2—1:1.

Vi observera att B och C' &r basbytematriser:
B = [id]§ och C = [id]5 .
Efter berékning av inverset av C', kan basbytesmatris fran § till v alltsa berdknas som

-1 2 -1\ /1 0 1 1 0 0
(i} =[dfids=C"'B=(1 -1 1 1 1 1]=(0 1 1
0o 1 -1/ \0o 2 1 1 -1 0



3.

4.

(a) (1 podng) Lat (V,(-,-)) vara ett inre-produktrum. Definiera normen pa V som associeras med

inre produkten.

(b) (4 podng) Betrakta punkterna

to=—1 Yo = 2
t1=0 y1:0
t2:1 y2:1.

Bestém en minsta kvadratlésning till problemet att finna ett andragradspolynom y = cot?+cit-+co
som gar genom dessa punkter.

Lo6sning.

(a) Se bok eller foreldsningsanteckningar.

(b) For att hitta minsta kvadratlosning skriver vi

t% to 1 1 -1 1 Yo 2
A=|# t 1]=[0 0 1 och b=|y1 ] =10
3 ty 1 1 1 1 Y2 1

och hitta minsta kvadratapproximation till problemet

C2
A C1 =b.
Co

Da detta system har en exakt 16sning kan man hitta den och argumenterar att det maste vara
bésta approximationen eftersom kvadratiska felet &r nol. Annars kan man f6lja standard metoden
for att hitta minsta kvadratapproximation vilket kréver lite mer rdkning. Vi ska redovisa denna
metod.

Vi beradknar alltsa

1 0 1 1 -1 1 2 0 2
A*fA=[-1 0 1 0 0 1|]=1(0 2 0

1 1 1 1 1 1 2 0 3

1 0 1 2 3
Ab=(-1 0 1 0)]=1|-1

1 1 1 1 3

Vi hitta nu en minsta kvadratapproximation genom att 16sa

2 0 2 C2 3
0 2 0 al=|-1
2 0 3 o 3
vilket ger koeflicienter
C2 %
C1 = —%
Co 0

(a) (2 podng) Formulera spektralsatsen.

(b) (3 poing) Betrakta delrummet

21
Z2
Z3
24

W = span €CH 2+ 2o+ 25+24=0=121 420 — 23 —izg p CC*.



Lat P : C* — C* vara den ortogonala projektionen pa W. Hitta matrisrepresentationen av P
relativ till standard ortonormalbasen av C*.

Lo6sning.

(a) Se bok eller foreldsningsanteckningar.

(b) Vi observera att vektorerna

v =

— = =

ar ortogonala och att
W = {vla /UQ}J_
géller. Vi kan alltsa berdkna projektionen pa W genom formeln

(v,v1) (v, v2)

P(v) = — - .
@ =2 = ™ el ™

Vi berakna bilderna av standardbasvektorer och far

2
—1—i
0
—1+i
—1+i
2
1

)
—~
9]

[y
~—
I
I

1+
2

—1—i

—1—i
0

—1 i
2

| =

Denna vektorer ar kolonerna av matrisrepresentation av P relativ till standard ordnad basen e.
Alltsa géller

2 —1+1 0 11—
1| -1—4 2 —141i 0
[P]S_Z 0 —1—i 2 —1+14

. 0 11— 2

5. (a) (2 podng) Finn {or vilka parametrar «, 3, € R matrisen

o B
1 MQR
(” m)e .

ar ortogonal.



(b) (3 poing) Berdkna en singuldrvirdesuppdelning av matrisen

0
A= 1
1

OO =
O O =

L&6sning.

(a) Matrisen dr ortogonal om och endast om dess koloner bildar en ortonormalbas av R2. Allsta maste

géller att
1 1
]_ = 2 + I, ¥/ = 2 + —.
ﬂ ( /1 +4B2) 5 1 + 52

Detta &ar ekvivalent med
1+ 42 =p2+5"+1,

vilket visar att 8 = 0. Vi kan nu drar slutsatsen att v = 0 och o € {—1,1} maste géller. Enda
parameter for vilka matrisen &r ortogonal ar alltsa

a=1,=0=v och a=-1,=0=1.

(b) Vi beréknar

100 1 0 1 1 0 1
A*A=1(0 1 1 01 0)J=10 2 0
1 00 010 1 0 1
och hittar dess egenvérde 2,2, 0 med egenvektorer
1 0 1
o),(1],( O
1 0 -1

Singulérvirde for A #r alltsa v/2 = o1 = 0o. Normalisering av egenvektorer ger

1 1 0 1 1

V= —= 0 , VU2 = 1 , VU3 = —= 0

‘/51 0 ‘/§—1

Vi kan nu ockséa berdkna vektorerna u;,us och kompletera den till en ortonormalbas av R3.
1

1 1 1 (0 0
up=—Avy=[0], uy=—Avy = 1], =
L= An X 2= Av NG . NG 4

Vi hittar alltsa singularvardeuppdelning

V2
A=U vz | v

med
U= (U1 u9 Ug) och V= (U1 (%) Ug) .

6. (a) (5 podng) Formulera och bevisa Cauchy-Schwartz olikheten. Bevisa ocksé att tva vektorer v, w
i ett inre-produktrum &r linjért beroende om |{(v, w)| = ||v||||w|| géller.
L&6sning.
Se bok eller foreldsningsanteckningar.



