OBS! Den ursprungliga tentamen innehdll ett skrivfel i Uppgift 5(b), dir det stod “bilinjar”
istallet for “kvadratisk”. Detta ar en reviderad version dar detta fel ar atgirdat.
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1. (a) (1 poing) Definera begreppen "nollrum” och "bildrum” av en linjir avbildning.

(b) (1 podng) Lat T : V — W vara en linjir avbildning. Visa att nollrummet N(7T) &r ett delrum
av V.

(¢) (3 poang) Lat T : Ma(R) — Ma(R) vara den linjira avbildningen som uppfyller

1 0 1 1 11
= (e ) )6 o)
Visa att T #r linjédr, bestdm R(T") och hitta en bas till N(T).

Lo6sning

(a) Se bok eller forldsningsanteckningar.

(b) Om v, w € N(T') och ¢ dr en skaldr sa géller
T(cv+w)=cT(v)+T(w)=c04+0=0.

Alltsa géller ocksa cv +w € N(T'). Da 0 € N(T') kan vi dra slutsatsen att N(T') &r ett delrum av
V.

(c) Vi forenkla formeln som bestammer 7" och hitta att
11 A+ Ax An+ Ay
T A - A = .
(4) (1 1) (Au + Aa1 Arx + Az
Da matrismultiplikation &r distributiv ser vi att 7T ar linjar. Bildrumet 7' kan beskrivas som

R(T) = {(Z Z) € My(R)

Sérskild géller dim R(T') = 2, vilket medfor att dim N(7') = 4 — 2 = 2. De tva vektorerna

(0 = (64

ar i nollrummet N(T') av T och linjar oberoende. Alltsd &r den en bas till N(T).

a,beR}.

2. (a) (1 poéng) Definiera begreppet “egenvektor av en linjar avbildning”.

(b) (4 poéng) Betrakta den linjéara avbildningen T : Po(C) — P3(C) som uppfyller T(p) = (x +14)p’.
Hitta en bas av egenvektorer av T till P5(C).

Lo6sning

(a) Se bok eller forlasningsanteckningar.



(b) Forst berdiknar vi matrisrepresentationen av T relativ till standard ordnad basen 8 = (1,z,2?%)
till P2(C) och hitta

0 ¢ O
A= [T]g =10 1 2
0 0 2
Karaktaristiska polynomet av A &r
—t 1 0

xa(t)=det(A—tlz) =det [ 0 1—t 20 | =—-t(1—-1t)(2-1¢).
0 0 2—-t

Alltsa ar 0,1, 2 egenvérde av A och vi hitta deras egenrum genom berédkningen

ker A = span

o O =

ker(A —I3) =span | 1

-1
ker(A — 2I3) = span | 2i
1

Vektorarna dr koordinater av en bas av egenvektorer till Po(C). Vi kan alltsd sammanfatta att
Lx+i,a%+2iz—1
dr en bas ev egenvektorer av T till Py(C).

(a) (1 podng) Definiera begreppen “ortogonal bas” och “ortonormal bas” av ett inre-produktrum.
(b) (4 poing) Betrakta Ma(R) med inre produkten
(A, B) = Te(ABY) = (ABY)11 + (AB")s,

dér B' dr transponatet av matrisen B. For o € R definiera den linjira avbildningen T}, : Ma(R) —
M (R) genom formeln

To(A) =aA+ (1 —a)A".

Bestém for vilka a € R &r avbildingen T, diagonaliserbar relativ till en ortonormal bas av Mz (R).
Man far anvinda utan bevis att Tr(AB) = Tr(BA) och Tr(A%) = Tr(A) giller for alla matriser
A, B € Ma(R).

Lo6sning
(a) Se bok eller forlasningsanteckningar.

(b) Vi kommer ihag att en linjar avbilding pa ett reell inre-produktrum dr diagonaliserbar relativ till
en ortonormal bas om och endast om det &r sjilvadjungerad. Enligt definitionen av adjungerad
linjar avbildningen ar T, sjdlvadjungerad om och endast om

(Ta(A), B) = (A, To(B))
giller for all matriser A, B € Ma(R). Vi forenklar bada sidor och ser att

(T,(A),B) = Tr((aA + (1 — a)A")B") = aTr(AB") + (1 — ) Tr(A*'B") och
(A, T,(B)) = Tr(A(aB + (1 — a)B")") = aTr(AB") + (1 — a)Tr(AB) .



Vi observerar att
Tr(A*B*) = Tr((BA)") = Tr(BA) = Tr(AB) .

Alltsa géller (T, (A), BY = (A, T, (B)) for all @ € R och A, B € Ma(R). Vi kan alltsé dra slutsatsen
att T, ar diagonaliserbar relativ till en ortonormal bas for alla o € R.
4. (a) (1 poidng) Definiera begreppet "QR~uppdelning av en komplex matris”.
(b) (4 poing) Berdkna en QR-uppdelning f6r matrisen
V2 V2 0 0
e 110 4 2 0
T2 -1 -1 2 V2-2
I 1 -2 V2+2

Losning

(a) Se bok eller forldsningsanteckningar.

(b) Genom att tilllimpa Gram-Schmits metoden till kolonner av matrisen A hittar vi QR-uppdelningen

A = QR med
V2 0 V2 0
Q_; 0 2 0 0
- -1 0 1 2
1 0 -1 2
11 -1 1
02 1 0
R= 00 1 -1
00 0 1

5. (a) (1 podng) Definiera begreppet "symmetrisk bilinjar form”.
(b) (4 poing) Beriikna rang och signaturen av den kvadratiska form K : R* — R som uppfyller

K(v) = viv3 — vavy .

Losning

(a) Se bok eller forlasningsanteckningar.

(b) Vi hittar forst symetriska biljinjarformen till K, som uppfyller
1 1
B(v,w) = i(K(v +w)—K() - K(w)) = §(v1w3 — VoWy + VW1 — V4W3) .

Matrisrepresentationen av B relativ till standard ordnad basen § av R* ar

00 1 0
110 0 0 -1
A=Bls=311 0 0 o
0 -1.0 0

Man beréknar egenviirde av A som &r =, %, —%, —% och kan dra slutsatsen att rangen av K é&r 4

2
och signaturen ar 0.

6. (a) (2 poding) Lat T : V — W vara en bijektiv linjér avbilding och 1at T=! : W — V vara inversen,
som uppfyller T=H(T'(v)) = v for alla v € V. Bevisa att 7! &r linjér.



(b) (3 poéng) Lat U € M, (C) vara en komplex matris. Bevisa att U &r unitdr om och endast om
kolonnerna av U utgdr en ortonormal bas till C".

Loésning

(a) Se bok eller forldsningsanteckningar.

(b) Se bok eller forldsningsanteckningar.



