MATEMATISKA INSTITUTIONEN Tentamensskrivning i
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Examinator: Olof Sisask 25 oktober, 2022

Kursansvarig: Erik Lindell

15 poidng ger garanterat betyg E. Motivera alla l6sningar noggrant. Obevisade deluppgifter
kan anvandas.

Paminnelse. Kom ihag att om F &r en kropp sé skriver vi

o P, (F) for F-vektorrummet av polynom av grad hogst n med koefficienter i F och

o M, «n(F) for F-vektorrummet av m X n-matriser med element i F.

Uppgifter.

1.

(a) (1 poéng) Lat {vi,vs,...,v,} CV vara en delméngd av ett vektorrum V sadan att v; # v; da
1 # j. Ange definitionen av att delméngden ar linjdrt beroende.

(b) (4 poéng) Lat T : Po(R) — P3(R) vara den linjéra avbildning som for p € P2(R) definieras som
T(p) = p(1)(1 +2°) +p'(1)(z - 2?).
Bestédm baser for bildrummet R(T) och nollrummet N(T'), samt berdkna dimensionen av bada
dessa vektorrum.
Losning
(a) Antag att V ar ett F-vektorrum for en kropp F. Delméngden {vy,vs,...,v,} &r linjart beroende
om det existerar skaldrer aq,as,...,a, € F sddana att

aivy + asve + -+ -+ apv, =0

och a; # 0 for minst ett ¢ € {1,2,... n}.
(b) Vi borjar med att bestimma matrisrepresentationen for 7' i forhallande till de ordnade standard-
baserna 3 = (1,z,22) och 8’ = (1,x,2% 23) for Py(R) respektive P3(R). Vi har
T(1) =1(1+2%) +0(x — 2?) = 1+ 2°,
r)=11+2%)+1(z -2} =1+ 2z — 2° 4+ 23,
T(x?) =114+ 2%) +2(z — %) = 1 + 2z — 22% + 2>

Kolonnerna i [T]gl ar ’-koordinatvektorerna for dessa vektorer, sa vi far
1 1 1
g | 0 1 2
=10 -1 =



Vi berdknar nollrummet av matrisen genom att Gausseliminera matrisen och far

1 1 1 1 1 1 1 0 -1
0o 1 2 0 1 2 01 2
0 -1 -2 0 00 00 0
1 1 1 0 00 00 o0
Vi far alltsa att 2 € R? ligger i matrisens nollrum om och endast om z; = x3 och x5 = —2x3 och

dirmed kan skrivas som z = (1, =2, 1)z3. Oversatt fran S-koordinater si far vi alltsi att en bas
for N(T') ges av
{1 -2z + 2%}

Vi har ddrmed alltsa dim N(T) = 1.

Vi minns &ven att matrisens bildrum &ar lika med dessa kolonnrum. Gausselimineringen visar att
de tva forsta kolonnerna i matrisen &r linjart oberoende, medan den tredje ar en linjarkombination
av dessa. Alltsé far vi att de forsta tva kolonnerna bildar en bas for kolonnrummet och Gversatt
fran f’-koordinater ger detta att en bas for R(T) &r

{1+2% 142 — 2%+ 23}

Genom att subtrahera den forsta basvektorn fran den andra ser vi fiven att {1+ 2,z — 2%} ér en
bas for R(T'). Vi har ddrmed dim R(T") = 2. Vi kan &ven kontrollera att detta stimmer Gverens
med dimensionssatsen, som siger att dim N(7) + dim R(T) = dimR3 = 3.

(a) (2 podng) Lat L : V — V vara en linjar operator pa ett C-vektorrum V och A € C en skalir.
Ange definitionen av egenrummet Ex(L) tillhérande A och visa att Ey(L) &r ett delrum av V.

(b) (3 poing) Lat L : C3 — C3 vara den linjiira avbildning som definieras som
L(21,22,23) = (21 — 23,0, 23 — 21)..
Beriikna alla egenviirden for L och deras tillhérande egenrum, samt ange en bas for C? bestaende
av egenvektorer till L.
Losning
(a) Egenrummet definieras som
E\x(L) :={v eV |L(v) = Av}.
Det bestar alltsa av alla egenvektorer med egenvirde A, tillsammans med nollvektorn.
For att visa att detta &r ett delrum behdver vi visa att
o E)\(L) # 2,
e om v,w € E\(L) sa &r dven v +w € E)\(L), samt att
e om v € F\(L) och c € C sa &r &ven cv € E)(L).

Vi har redan noterat att nollvektorn ligger i E\(L), da L(0) =0 = A-0. Alltsd &r E) (L) icke-tomt.
Lat nu v,w € Ex(L). Att L &r linjar ger

L(v+w) = L)+ L(w) = v+ dw = A(v+ w).
Alltsé &r dven v+ w € E)(L). Lat nu v € Ex(L) och ¢ € C. Att L &r linjér ger
L(cv) = eL(v) = e¢(lv) = A(ew).

Alltsa dr cv € Ex(L). Detta visar att Ey(L) ar ett delrum av V.



(b) Vi skriver férsta om avbildningen som en matrisavbildning. Vi har
L(1,0,0) = (1,0, 1),
L(0,1,0) = (0,0,0),
L(0,0,1) = (~1,0,1),
vilket ger att L(z) = Az, dar A &r matrisen

1 0 -1
A= 0 0 O
-1 0 1

Vi berdknar L’s egenvirden med hjilp av A’s karaktéristiska polynom:

-2 0 -1
det(A—Mz)=| 0 - 0
10 1-2A

A0 0 -

_(1_”‘ 0 1—/\‘+(_1)‘—1 0 ’

=(1=NENA=A) = (=)

= -A(1=X)?*-1)
=-A1-2X2+X-1)
=A%\ —2).

Nollstéllena och alltsé egenvardena ges av 0 och 2. Vi berdknar motsvarande egenrum, som &r
nollrummen till matriserna A — 0I3 respektive A — 2I35. Om vi borjar med egenvérdet 0 far vi

1 0 -1 1 0 -1
A—0I3 0 0 O ~( 0 0 O
-1 0 1 0 0 O

Egenvektorer z med egenvirde 0 maste alltsa uppfylla z; = z3 och kan dérmed skrivas
Z = (237 22, Z3) = (17 Oa 1)23 + (Oa 17 0)22

Egenrummet &r alltsa
EO(L) = Span{(lv 07 1)5 (07 17 0)}

For egenvérdet 2 far vi

-1 0 -1 1 0 1
A—-2I3 = 0 -2 0 ~1 0 1 0
-1 0 -1 0 0 0
s& egenvektorer z med egenvirde 2 maste alltsd uppfylla z; = —z3 och 2o = 0. De kan alltsa
skrivas
z=1(1,0,—1)zs,

sa egenrummet ar
E5(L) = span{(1,0,—1)}.

Vi far en bas av egenvektorer for C® genom att villja en bas av egenvektorer for varje egenrum,
sa vi kan exempelvis vilja basen

{(1,0,1),(0,1,0), (1,0,—1)}.



3. (a) (1 podng) Lat T : V — V vara en linjir operator pa ett inre produktrum. Definiera T"s adjun-
gerade avbildning.

(b) (4 poidng) Betrakta problemet att hitta ett polynom p € Po(R) vars graf gar genom punkterna
(—1,2), (0,1), (1,2) och (2,3) i R Finn en minsta kvadratapprozimation till detta problem, dvs.
ett polynom p € Po(R) som minimerar

(p(=1) = 2)* + (p(0) = 1)* + (p(1) = 2)* + (p(2) - 3)*.
Lo6sning
(a) Den adjungerade avbildningen av 7" &r den unika avbildning 7% : V' — V som uppfyller
(T(z),y) = (&, T*(y))

for varje z,y € V.
(b) Problemet kan formuleras som att finna det p € Po(R) som uppfyller ekvationssystemet

p(—1
p(0
p(1
p(2

)

)

2
1
2,
3

~— ~— — ~—
I

Ett polynom p € P»(R) kan skrivas p(x) = az? + bx + ¢, for a,b,c € R, sa vi kan skriva om
problemet som att hitta (a,b,c) € R3 som uppfyller det linjira ekvationssystemet

la—1b+c=2,
0a+0b+c=1,
12a+1b+c=2,
22a+2b+c=3.

Om vi later = (a,b,¢)T kan vi skriva detta som matrisekvationen Az = b diir

1

>~ = O
=
W N =N

0
1
2

Vi minns fran Foéreldsning 10, samt kapitel 6.3 i boken, att en minsta kvadratlosning till ekva-
tionssystemet 16ser ekvationen A* Ax = A*b. Vi har

1 0 1 4 (1)*011 18 8 6
AA=[ -1 0 1 2 L1 1= 8 62
1 11 1 4 9 1 6 2 4
och
2

1 0 1 4 ) 16

A= -1 0 1 2 s [ =1 6

1 1 1 1 3 8



Vi 16ser ekvationsystemet A*Ax = A*b genom Gausseliminering:

18 8 6|16 9 4 3
8 6 2(6 |~[4 31
6 2 4|8 3.1 2
1 2 -1|-1 12

~l 0 1 Af3 474 0 1
0 -5 00
120 13/10-1

~|l 01 0|3-13/10-4 |=
00 1 13/10
1 0 0| 5/10

~|l 0 1 0|=1/10
0 0 1]13/10

Var minsta kvadratlosning ges alltsa av z = (a, b, ¢) =

p(z) =

5x? —x+13

01 -3|—-4
1 2 —-1|-1
3 1 2 4
-1
—4

—13

3/10
~1/10
13/10

(5/10,—1/10,13/10), s& vi far polynomet

som alltsa dr vart svar. Vi kan plotta punkterna och polynomet fér att se hur vl det passar:

1@

Figur 1: Minsta kvadratlosningen i Uppgift 3(b).



4.

(a) (1 podng) Lat T : V — V vara en linjar operator pa ett dndligtdimensionellt inre produktrum.
Ange definitionen av att T' dr unitdr.

(b) (4 poidng) Berikna en QR-uppdelning av matrisen

1 0 1
1 1 0

A= 11 o | eMus®).
01 1

Lo6sning

(a) Hér finns det flera vanliga och ekvivalenta definitioner. De tvé vanligaste dr som foljer:
o T &r unitér om ||T(x)|| = ||z| for alla z € V.
e T dr unitdar om T* oT =idy =T o T*, dar T* ar T’s adjungerade operator.
(b) Det forsta steget i en QR-faktorisering dr att tillimpa Gram-Schmidts metod pa kolonnerna i A

for att finna en ON-bas for dess kolonnrum. Lat oss kalla kolonnerna, fran vinster till hoger, for
ai, as och as

Vi borjar med att sdtta v1 = a1 och normerar for att fa

1
1 1
q1 = v1/||v1]| = % 1
0
Vi satter sedan
0 1 -2
1 2 1 1 1
V2 = az — <a2,Q1>Q1 = 1 § 1 =3 1
1 0 3
Vi normerar och sétter
-2
1 1
q2 7ﬁ15 1
3
Slutligen sétter vi
1 1 -2
0 1 1 1 1
v = a3z — (a3, q1) — (a3, q2)q2 = 0 -3 1 BET 1
1 0 3
12 2
1 -6 | 2 41
“15 -6 | 5| -1
12 2
Vi normerar och far
2
1 -1
q3 = v3/||v3| = ﬁ 1
2

Vi har nu att {¢1,¢2,¢3} &r en ON-bas {or kolonnrummet av A, som vi nu behéver utvidga till
en ON-bas for hela R*. Vi gor detta genom att finna en ON-bas for col(4)+. En vektor = ligger



i detta delrum om den uppfyller (z,y) = 0 for varje y € col(A), vilket ar ekvivalent med att losa
ekvationssystemet

<x7q1>
<xaQZ>
<.I‘,Q3>

)

0
0,
0

Om vi skriver ut dessa ekvationer far vi

1
7(.%1 +£C2 =+ ZEg) = 0,

V3

(72121 + 2 + 23 + 3%4) = 0,

ﬁ"é
— Ot

7(21’1 — o — X3 + 2.’134) =0.

V10

Vi multiplicerar bort den konstanta faktorn i varje ekvation och Gausseliminerar det resulterande
systemets matris:

1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0
-2 1 1 3 |~f{0 3 3 3 ]|]~10111
2 -1 -1 2 0 -3 -3 2 0 0 01
1110 1 0 00
~1 01 10 ]~[0110
0 0 01 00 01
Vi ser alltsa att = 16ser ekvationssystemet om och endast om z; = x4 = 0, samt x93 = —x3. Vi

normerar och far ddrmed var sista basvektor till

0

_ i
qa 2| -1
0

Vi sétter nu

1/V3 —2/V15  2/V10 0
B | V3115 —1/V/100 1/V2
Q=(q1 92 93 a) = 1/\/5 1/\/ﬁ _l/m _1/\/§
0 3/V15  2/V/10 0

och berdknar slutligen

1/V3 13 1/V3 0 101 V3 2/V3 1/V3
R—QTA— —2/V/15  1/y/15  1/y/15 3/V/15 1 10| | o 5//15 1/V15
- | 2/vi0 -1/V/10 —1/4/10 2/V/10 110 | o 0 4/V10

0 V2 1/V2 0 011 0 0 0

For att sammanfatta blir alltsa var QR-faktorisering

1/vV3 —2/V15  2/4/10 0 V3 2/V/3  1/V3
1/v/3 1/V/15  —1/4/10 1/2 0 5/V/15 1/V/15
1/vV3 1/V15 —1//10 —1/v2 0 0  4/V10
0 3/V15  2/V/10 0 0 0 0

A=QR=



5.

(a) (1 podng) Lat T : V — W vara en linjir avbildning mellan dndligtdimensionella inre produktrum
V och W. Ange definitionen av T’s singuldrvdrden.

(b) (4 poéng) Beridkna en singuldrvirdesuppdelning av matrisen

1 1 3
2 -2 3

A= 1 1 -3 € Myx3(R).
2 -2 =3

Lo6sning
(a) Aven hir finns det flera ekvivalenta definitioner. Lat r = rank(T) och k = min(m,n). Da kan vi
definiera singulérviardena som foljer:

o Enligt singulérvirdessatsen existerar ON-baser {v1,...,v,} och {uq, ..., uy} {61 V respektive
W samt positiva reella skaldrer o1 > 09 > -+ -0, > 0, sadana att

T( ) g;U; for ¢ < r,
V) =
0 for i > r.

Om vi infér 0,11 = - -+ = o = 0 sa kallas skaldrerna o1, 09, ..., 01 f6r T’s singuldrvirden.

e Vikan dven lata A1, ..., A\, vara de nollskilda egenvérdena for T*oT, dar T™ ar T’s adjungerade
avbildning. Man kan visa att T* o T har icke-negativa reella egenvérden, sa vi kan definiera
o =/ fori=1,...,r. Visitter sedan som ovan 0,41 = --- = 0 = 0 och kallar skalirerna
01,02, ...,0% for T’s singulérvirden.

(b) Kom ihag att en singularvirdesuppdelning av A &r en faktorisering
A=UxVT,

diar U € Myx4(R) och V € M345(R) &r ortogonala matriser, samt ¥ € My, 3(R) dr en diagonal
matris med singulérvirdena for A pa diagonalen i minskande ordning, dvs

g1 O O

_ 0 09 0
X = 0 0 o3 |’

0O 0 O

dér o1 > 09 > o3 ar singuldrvirdena for A. For att berdkna en singularvardesuppdelning borjar
vi ddrmed med att bestdmma egenvérdena for A*A. Vi har

1 2 1 2 ; _12 g 10 -6 0
AA=( 1 -2 1 =2 11 3 |~ -6 10 O
3 3 -3 -3 9 _9 _3 0 0 36
Vi far det karaktéristiska polynomet
10— X —6 0
det(A*A — \3) = —6 10— A 0
0 0 36 — A

= (36 — A)((10 — \)* — 36)
= (36 — A)(A* — 20\ + 64).

Vi ser att ett egenviirde dr 36 och far de andra med hjilp av pg-formeln:

A=10=++/100 — 64 = 10 &+ /36 = 10 £ 6.



De 6vriga egenvirdena blir alltsa 4 och 16. Vi far ddrmed att singulédrvirdena blir +/36 > /16 >
V4, dvs 6> 4>2 (notera att vi inte kan ha fler 4n 3 singulérvirden da A &r en 4 x 3-matris). Vi
far alltsa

6 0 0
0 40
x= 0 0 2
0 00
For att berdkna V bestdmmer vi egenvektorerna for A*A. Vi har
-26 —6 0 1 00
A*A — 3615 = -6 —-26 0 |~ O 1 0],
0 0 0 0 00

sd x € R? &r en egenvektor om och endast om z; = z2 = 0. En normerad egenvektor ar dirmed

0
v = 0
1
Vi fortsdtter med egenvérdet 16:
-6 -6 O 1 10
A*A—-16I3=| -6 —6 O ~1 0 0O
0 0 20 0 0 1
s vi ser att 2 € R? &r en egenvektor om och endast om z; = —x9 och 3 = 0. En normerad
egenvektor ges darfor av
1
1 1
Vo = —= —
V2 o
For egenvirdet 4 far vi pa samma sitt
6 —6 0 1 -1 0
A*"A—4l3=| -6 6 0 ~ 0 0 0|,
0 0 32 0 0 1

si x € R? #r en egenvektor om och endast om z; = x5 och z3 = 0. En normerad egenvektor #r
dérfor

Ly
o L
3 \@ 0

Vi satter alltsé

1/V2

1/v2
0

1 0
Vi kan nu berdkna de forsta kolonnerna i U som
1 1 3 0 1
- iA 12 -2 3 0| = 1 1
M=o = 1 1 -3 L) 2
2 -2 -3 -1
1 1 3 1 0
Lotz | )
w2 = 0= 1 1 -3 2\ o | Vel o)
2 -2 -3 1



1 1 3 ) 1

U*iAvf1 2 -2 3 1 1 _ 110
o 211 =3 e, ) Vel
2 -2 -3 0

Slutligen behover vi utvidga {uy,us,u3} till en ON-bas for hela R? for att fa en sista kolonn till
U. Vi gor detta pa samma sitt som i féregaende uppgift och stéller upp ekvationssystemet

<I,U1> = 07
<$,’U,2> = 07
(x,u3) =0,

vilket ger

1+ 2o —x3 — x4 =0,

To + x4 =0,
1 + 23 =0.
Vi far matrisen
1 1 -1 -1 1 0 1 0 1 0 1 0
01 0 1 ~1 0 1 0 1 ~1 0 1 O 1
1 0 1 O 01 -2 -1 00 -2 =2
1 01 0 1 0 0 -1
~1 0 1 0 1 ~1 0 1 0 1
00 1 1 00 1 1
Vi far alltsa att « € R?* 16ser ekvationssystemet om och endast om z1 = x4, £o = —x4 och
r3 = —x4. En normerad 16sning ges av
1
1 -1
Uyqg = 5 _1
1

Vi satter darmed

1/2 0  1/vV2 1/2
U= 12 1200 —1)2
=lnuzusu) =1 40 0 1 —1)e
-1/2 1/vV2 0 1/2

For att sammanfatta blir alltsé var singuldrvirdesuppdelning

/2 0 1/NV2 12 6 0 0 . o

T /2 1/vV2 0 -1/2 0 4 0
A=UXV" = —-1/2 0 1/vV2 —1/2 00 2 1/? _1/\%5 0
-1/2 1/V2 0 1/2 000 V2 1/v2 0

10



6. (a) (3 podng) Lat T : V — W vara en linjar avbildning mellan vektorrum V och W. Ange defini-
tionen av att T ar injektiv respektive surjektiv och ange sambanden mellan dessa egenskaper och
nollrummet N(T) respektive bildrummet R(T). Bevisa sedan sambandet mellan injektivitet och
nollrummet som du har angett.

(b) (2 poéng) Visa att om dimV = dim W < oo sa dr T injektiv om och endast om den &r surjektiv.
Lo6sning

(a) Vi sdger att T &r injektiv om T(v1) = T'(ve) implicerar att v; = vq, for v1,vs € V. En linjar
avbildning T &r injektiv om och endast om N(T') = {0}. Vi sager att T &r surjektiv om det for
varje w € W existerar en vektor v € V sadan att T(v) = w. Detta &r sant om och endast om
R(T)=W.
For att visa att T ar injektiv om och endast om N(T') = {0} maste vi visa tva implikationer. Vi
antar forsta att T ar injektiv. Om v € V &r en vektor sddan att T'(v) = 0 har vi T'(v) = T(0), s&
injektivitet implicerar att v = 0. Alltsa &r N(T) = {0}. Detta visar den férsta implikationen. Vi
antar nu att N(T') = {0} och att vy,vy € V &r sddana att T'(v1) = T'(ve). Da foljer av linjaritet
att

0= T(’Ul) — T(Ug) = T(Ul — ’UQ),

s& v; — vy ligger i N(T'). Av antagandet foljer att v1 — v = 0, dvs v; = vy. Alltsd &r T injektiv.
Detta visar den andra implikationen.

(b) For att visa detta anvinder vi oss av dimensionssatsen. Vi minns att dimensionssatsen siger att
dim N(T') + dim R(T") = dim V.
Om T é&r surjektiv ar R(T) = W, s& det foljer att
dim N(T) =dimV —dim R(T) = dimV — dim W = 0,

d& vi antagit att dimV = dimW. D& dimN(T) = 0 & N(T) = {0}, da ett vektorrum &r 0-
dimensionellt om och endast om det endast innehaller en nollvektor. Alltsa &r T injektiv, enligt

(a).
Antag nu istéllet att T dr injektiv. D& vet vi fran (a) att N(T') = {0}, s& dim N(7T') = 0. Alltsa
foljer av dimensionsatsen och antagandet att dimV = dim W att

dim R(T) = dimV = dim W.

Da R(T) C W foljer att R(T) = W. Alltsa &r T surjektiv.

Réttningen av tentan kommer att vara fardig ungefar 2 veckor efter tentamensskrivning. Déarefter kan en
elektronisk kopia av tentan bestéllas fran studentexpeditionen genom lanken https://survey.su.se/Survey /44514 /sv.
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