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Kursansvarig: Erik Lindell

15 podng ger garanterat betyg E. Motivera alla 16sningar noggrant. Obevisade deluppgifter
kan anvandas.

Paminnelse. Kom ihag att om F &r en kropp sa skriver vi
e P, (F) fo6r F-vektorrummet av polynom av grad hogst n med koefficienter i F och

o M, xn(F) for F-vektorrummet av m X n-matriser med element i F.

Uppgifter.

1. (a) (1 podng) Lat T : V — W vara en avbildning mellan vektorrum. Ange definitionen av att T &r
lingar.
(b) (4 podng) Lat T : R? — R ges av
T(z,y,2) =2 +y — 2.

Visa att T" &r linjér, samt bestam baser for nollrummet N(7') och bildrummet R(7T'). Berikna &ven
dimensionerna av N(7T') och R(T).

Losning

(a) Antag att V och W &r vektorrum 6ver en kropp F. Avbildningen T : V' — W &r linjir om
e T(vy 4+ v3) =T(v1) 4+ T(vy) for all vy, v9 € V och
o T'(cv)=cT'(v) for allace Fochv e V.

(b) For att visa att T &r linjar behover vi verifiera de tva kriterierna fran (a). Lat v; = (z1, y1, 21) och
Vo = (T2,%2, 22) vara vektorer i R3. Da ir

T(vy +v2) = T(x1 + 22,y1 + Y2, 21 + 22)
=2(x1 +x2) + Y1 + Y2 — (21 + 22)
=2x1+y1—21+202+ Y2 — 22
=T (x1,y1,21) + T(72, Y2, 22)
=T(v1) + T(va).

Alltsa dr det forsta kriteriet uppfyllt. For att verifiera det andra, lat ¢ € R och v = (z,y,2) € R3. D4
ar

T(cv) = T(cx, ey, cz)
=2(cx) +cy — cz
=c(2r4+y—2)
=cI(x,y,z2)

— T()



s& dven det andra kriteriet dr uppfyllt och alltsa &r T linjar.

For att beriikna nollrummet av 7' vill vi hitta alla (x,v, 2) € R?® sidana att
T(x,y,2) =2x+y—2=0.

Detta dr en linjéar ekvation, som vi kan skriva om till z = (2 — y)/2. Varje l6sning har allts& formen

(z,y,2) = (z;yyz) = (—;,1,0) y+ (;,0, 1) . (1)

Genom att multiplicera med skaldren 2 ser vi att N(T') allts& genereras av av vektorerna (—1,2,0)
och (1,0,2). Dessa &r linjart oberoende, da vi i (1) ser att en linjirkombination av vektorerna &r noll
endast om bada koefficienter ar noll. Alltsa dr en bas for nollrummet

{(_17 270)7 (1707 2)} )

fran vilket vi ocksd kan dra slutsatsen att dim N(7T) = 2. Fran dimensionssatsen kan vi direkt dra
slutsatsen att
dim R(T) = dimR?® —dim N(T) =3 -2 =1,

sa eftersom R(T) C R s& ar ddrmed R(T) = R. En bas for bildrummet &r alltsd exempelvis {1}.

(a) (1 podng) Lat T : V — V vara en linjar operator. Ange definitionen av ett egenvdrde av T.

(b) (4 poéng) Betrakta operatorn T : P1(C) — P;(C) som ges av
p(z) = p(=1) +p(1)z.
Berédkna alla egenvarden fér T och deras tillhérande egenvektorer.
Loésning

(a) Antag att V' ar ett F-vektorrum, dar F ar en kropp. D4 ar en skaldr A € F ett egenvdrde av T om
det existerar en nollskild vektor v € V sadan att T'(v) = Av.

(b) Vi borjar med att berdkna matrisrepresentationen av T i férhallande till den ordnade standardbasen
B = (1,z) av P1(C). Vi har

Tl)=14+1-2=1+zx,

Tx)=-141-z=-1+u=z.

Vi har alltsa [T(1)]5 = (1,1)T och [T'(x)]s = (—1,1)T, sd matrisen blir

[T]Bz(} ‘11>.

For att berdkna T’s egenviarden bestdmmer vi nu dess karaktaristiska polynom, med hjélp av matrisen.
Om vi sétter A = [T]p har vi

=(1-))?+1.

det(A—)Jg):’ I=A -~ ’

1 1-A



3.

Vi far alltsa ekvationen (1 — \)? = —1, dvs
1— A= 44,

vilket alltsa har 16sningarna A = 1 £4, som darmed ar T”’s egenvirden. For att berdkna egenvektorerna
loser vi ekvationerna (A — A\l3)z = 0, for de respektive egenvirdena.

For egenvérdet 1 + ¢ Gausseliminerar vi matrisen

) -1 —1 1 — 1 —
A_(1+Z)IQ_<1 —i)w<1 —i>N<0 0)'
Vi har alltsi att z = (21, 22) € C? léser ekvationen om z; = izp. Alla l6sningar har alltsa formen

z = (iza,22) = (i,1)29.

Genom att Oversitta tillbaka fran koordinater ser vi ddrmed att egenvektorerna fér 7' tillhérande
egenvirdet 1+ ¢ &r de nollskilda skaldrmultiplarna av vektorn

i+ x.

For egenvirdet 1 — ¢ Gausseliminerar vi matrisen

asa-an=(7 5 )~ (37 )~(00)

Alltsa 16ser z = (21,22) € C? ekvationen om z; = —izy, dvs om z = (—i,1)2z;. Genom att &versiitta
tillbaka fran koordinater ser vi ddrmed att egenvektorerna for T tillhérande egenvirdet 1 — i &r de
nollskilda skaldrmultiplarna av vektorn

-1+ .

(a) (1 podng) Lat T : V — V vara en linjir operator pé ett inre produktrum. Ange definitionen av
att T ar en normal operator.

(b) (1 podng) Lat T : V — V vara en linjir operator pa ett dndligtdimensionellt inre produktrum
och 14t 8 vara en ON-bas for V. Ange en sats som beskriver huruvida T' dr normal med hjilp av
basen .

(¢) (3 podng) Betrakta Myy2(C) med den inre produkten (A4, B) = tr(B*A). Lat T vara den operator

pa May2(C) som ges av
(@ b\ ([ bd+c+d c+d
c d ) d 0 '

Avgor om T &r diagonaliserbar relativt en ON-bas {6r Mayo(C).

Ledning: Det dr tillatet att utan bevis anvinda att

(3 (2 (2 2(20)

dr en ON-bas for Moywo(C) i forhdllande till denna inre produkt.



Losning

(a) Operatorn T &r normal om T* o T =T o T*, diar T™* &r T’s adjungerade operator och o betecknar

sammansattning av operatorer.

(b) Operatorn T &r normal om och endast om matrisen A := [T]g &r en normal matris, dvs. en matris
som uppfyller A*A = AA*, dar A* 4r matrisen som fas genom att transponera A och komplexkonjugera

alla dess element.

Obs! Satsen giller inte om g inte dr en ON-bas.

(¢) Vi minus att en linjir operator pa ett inre produktrum 6ver C dr diagonaliserbar relativt en ON-bas
om och endast om den &r normal. Fran uppgift 3(b) har vi ett satt att verifiera om T &r normal och
berdknar darfér matrisrepresentationen [T, ddr 8 & ON-basen given i uppgiften. VI har

1 0 0 0
(5 0)=(00)
0 1 10
(5 0)=(00)
0 0 11 10 0
(30)-(320- (1) 1)
0 0 11 1 0 0 0 0
o )=Ga)-Goa)e(oo) (o v)
Alltsa ar
0 1 1 1
0 011
Ts=10 0 01
0 0 0O
Om vi later A := [T']g s& har vi nu
00 00 01 1 1 3 210
«4_| 1 0 00 001 1| (2210
A= 1100 0001 1110
1110 0 0 0O 0 0 0O
och
01 11 0 0 0O 0 0 0O
« | 00 1 1 1 000] 0111
Ad" = 0 0 01 1100 |01 2 2
00 0 0 1 110 01 2 3

Vi ser alltsé att A*A # AA*, s& A &r inte en normal matris och alltsa &r T inte en normal operator

och dérmed inte heller diagonaliserbar relativt en ON-bas.



4. (a) (1 podng) Lat A € M,,»,,(R). Ange definitionen av att A &r en ortogonal matris.

(b) (4 poing) Finn en singulirvirdesuppdelning av matrisen
1100
A= ( 00 2 92 ) €M2X4(R).
Lo6sning

(a) Matrisen A dir ortogonal om AT A = AAT = I,,, dvs om A ir inverterbar med sitt transponat som
invers.

(b) Vi minns att de positiva singuldrvirdena till A &r kvadratrétterna till de positiva egenvirdena av
A* A, s& vi berdknar

110 0\ _

002 2/

Vi berdknar det karaktéaristiska polynomet, genom kofaktorutveckling lings den forsta kolonnen:

A*A =

=Nl .
[\ i e R an)
OO
OO = =
= O O
NG e Yl )

1—x 1 0 0
) 1o o 0
0 0 44—
1—=x 0 0 10 0
—-N| 0 4-x 4 |—1]0 4-x 4
0 44— 0 4 4-2)
- S a-x 4 A-x 4
A=y T aaT 4 4o
PNV I B S
SCEPVEE R

=(1=22+ X =1)((4—-N)?—16)
= A\ —2)(16 — 8\ + A% — 16)
=2\ —2)(A—28).

De nollskilda egenvérdena ar alltsa 2 och 8, sa singuldrviardena ar V8 > /2. Vi siitter alltsa

=(% ko)

Nésta steg i singuldrviardesuppdelningen &r att berdkna egenvektorerna for A*A. Vi gor detta ett
egenvirde i taget.

For egenvéirdet 8 Gausseliminerar vi

-7 1 0 0 1 00 0
. 1 -7 0 o 01 0 0
AA=8L=| o o 4 4 |~|oo1 =1
0 0 4 -4 000 O



Det giller alltsa att © = (21,72, 23,23) € R* &r en 16sning om och endast om z; = 0, x5 = 0 och
x3 = x4, dvs x = (0,0, 1,1)x4. En normerad egenvektor &r dirmed

0
1 0
v = ——
1 AR
1
For egenvéirdet 2 Gausseliminerar vi

-1 1 0 0 1 -1 0 0
« _ 1 -1 0 0 0 0 00
AAd=2L=| o ¢ 24|~ 0 0 10
0 0 4 2 0 0 01

Det giller alltsa att x = (21,22, 23,73) € R* &r en 16sning om och endast om x; = xo, x3 = 0 och
x4 =0, dvs z = (1,1,1,1)z2. En normerad egenvektor &ar diarmed

1
1 1
Vo = \/5 0
0
For egenviardet 0 Gausseliminerar vi
1 100 1100
. 111 0 0 0 0 0 O
AA=OL=1 4 g 44|~ 00 11
0 0 4 4 0 0 0O
Det giller alltsi att = (z1, 22,73, 73) € R* dr en 16sning om och endast om x7 = —y, T3 = —2y4,

dvs & = (29, =129, 24, —24) = (1,—1,0,0)x2 + (0,0,1, —1)x4. Vektorerna

1 0
LTS I D N
0 1

01 1 0
1 _
yo Lo 1o
2l 10 0 1

10 0 -1

0
. 1Av1<1100> 0 1<0>(0)
TR Ve L0 002 2 1| 4\4) \1
1
och
1
L o1 (1 100 1| 1/2\ (1
2=a T i o 0 2 2 ol 2\o) o)
0



Vi séatter darmed
0 1
U - ( o1 ) .
A=UXV*

ar en singuldrvardesuppdelning av A, med de U, ¥ och V som anges ovan.

Vi har da att

Obs! En alternativ 16sning erhélls genom att komma ihag att A* har samma nollskilda singulérvarden
som A. Detta ger en lite enklare rakning, da AA* endast ar en 2 X 2-matris.

(a) (1 podng) Lat F vara en kropp. Ange definitionen av en kvadratisk form pa ett F-vektorrum V.
(b) (4 poidng) Diagonalisera den kvadratiska formen K : R?* — R som ges av

K(z1,29,23) = 3:0% —4xi1x0 + 6:0%,
dvs finn en ordnad bas 3 for R3 sadan att den associerade matrisrepresentationen av K #r diagonal.
Ange dven uttrycket for den kvadratiska formen i 8-koordinater.

Lo6sning

(a) En kvadratisk form pa V &dr en funktion K : V — F sddan att det existerar en symmetrisk bilinjar
form H : V x V — F sadan att
K(v) = H(v,v)

for allav e V.

(b) Vi borjar med att finna matrisen for K i forhallande till standardbasen. Detta dr en symmetrisk
matris A € M3yx3(R) som uppfyller 27 Ax = K(x), for alla x € R3. Alltsa har vi

ailr a2 a3 A

2 2
3z7 —4z170 + 625 = ( 1 X2 I3 ) als Qoo G923 To
a1z a3 ass T3

2 2 2
= Q11771 + 22T o + a33T3 + 20,121311‘2 + 20,131‘1:63 + 2 + 2&231‘21’3.

Genom att jamfora koefficienter kan vi se att a;; = 3, a1 = —2, azz = 6 och ass = a13 = az3 = 0. Vi
far alltsd matrisen
3 -2 0
A= -2 0 0
0 0 6

Da A #dr symmetrisk #r den diagonaliserbar relativt en ON-bas for R3, sa vi bestdimmer en sidan bas.
Forst berdknar vi egenvirdena med det karaktéristiska polynomet. Genom kofaktorutveckling langs
sista kolonnen far vi:
3—\ =2 0
det(A—A3)=| -2 =\ 0
0 0 6-—AX
3—\ =2 ‘

[=p}

( o
=6 -A(B=A)(=A)—4)
(6 — X)) (A2 =3\ —4).

_)\)’



Vi ser att ett egenvérde ér 6 och berdknar de andra med hjéilp av pg-formeln. Vi far

3 19 3 /25 3£5
A 2 4+ 2 4 2

De Ovriga egenvardena &r alltsd —1 och 4.

Niista steg ar att berdkna egenvektorerna. For egenvirdet —1 Gausseliminerar vi matrisen

4 -2 0 2 -1 0
-2 1 0|~ 0 O O
0o 0 7 0 0 1

Vi ser att @ = (x1, x2, x3) r en egenvektor med egenvirde —1 om och endast om 27 = 25 och x3 = 0.
En normerad egenvektor ar darmed

1 1
Uy = —F—=

2
V5 \ o

For egenvirdet 4 Gausseliminerar vi matrisen

-1 -2 0 1 20
-2 -4 0]~ 000
0 0 2 0 0 1
Vi ser att @ = (x1, x2, x3) r en egenvektor med egenvirde 4 om och endast om z7; = —2x5 och x3 = 0.
En normerad egenvektor ar darmed
2
L 1
Uz = ——= -
A
For egenvirdet 6 Gausseliminerar vi matrisen
-3 -2 0 1 00
-2 —6 0]~ 010
0 0 0 0 0 0
Vi ser att @ = (z1, x2, x3) r en egenvektor med egenvirde 4 om och endast om z7 = —2x5 och z3 = 0.
En normerad egenvektor ar darmed
0
usz = 0
1
Var ON-bas blir ddrmed
== Ui = , U2 = - , U3
Vo o va\ o 1

Notera att vi automatiskt vet att detta dr en ON-bas, d& egenrummen dr parvis ortogonala dé matrisen
dr symmetrisk.

Om vi nu later () vara basbytesmatrisen fran g till standardbasen sa ar

1/vV5 2/V5 0
Q=1 2/V5 -1/V/5 0

0 0 1
och vi har att

-1 0 0

D=QTAQ=| 0 4 0

0 0 6



dr matrisen for K i basen 8. Om [v]g = (y1,y2,y3) for en vektor v € R? ir alltsa

K(v) = p]; Dlv]s = —yi +4y3 + 6y3.

6. (a) (2 podng) Lat F vara en kropp, A € M, «,(F) en matris och A ett egenvirde av A. Ange
definitionerna av den algebraiska respektive geometriska multipliciteten av .

(b) (3 podng) Visa att egenvirdena till A &r precis lika med rotterna av dess karaktéaristiska polynom.
Losning

(a) Lat pa(t) = det(A — tI,,) beteckna det karaktéristiska polynomet av A. Den algebraiska multipli-
citeten av A &r A’s multiplictet som rot till p(t), dvs. det storsta heltal k > 0 sddant att (¢ — \) delar

DA (t)
Den geometriska multipliciteten av A ar lika med dimensionen av egenrummet for A, dvs.

dim{v € F" | Av = A\v}.

(b) Vi minns att en skaldr A r ett egenvirde till A om och endast om det existerar en nollskild vektor
v € F" sadan att Av = Av, dvs (A — Al,)v = 0. Med andra ord &r A ett egenvérde om och endast
om det existerar en nollskild 16sning till matrisekvationen (A — Al,)x = 0. Vi minns att en sddan
existerar om och endast om matrisen A — A\I,, inte ar inverterbar, vilket &r sant om och endast om dess
determinant &r noll. Alltsa ar A ett egenvéirde om och endast om

det(A — AI,,) = 0.

Vi har dock att pa(t) := det(A — tI,,) per definition ar det karaktéristiska polynomet av A, s& for att
sammanfatta ekvivalenserna vi visat &r alltsad A ett egenvérde om och endast om p4(A) = 0, vilket &r
vad vi ville visa.

Réttningen av tentan kommer att vara fardig ungefar 2 veckor efter tentamensskrivning. Dérefter kan en
elektronisk kopia av tentan bestéllas fran studentexpeditionen genom lanken https://survey.su.se/Survey /44514 /sv.



