MATEMATISKA INSTITUTIONEN Algebra, Matematik I
STOCKHOLMS UNIVERSITET 8 december 2022

Losningsforslag (obs: det kan finna manga andra satt att resonera pal)

1. (a)

En sats fran kursen séger att losningarna till en diofantisk ekvation
ax + by = ¢, dér a,b,c € Z och sgd(a,b) = 1, ges av

r = xg— bk .
{y — o+ ak for k € Z,

dér (xo,y0) ar en partikularlosning till ekvationen. For var ekvation
har vi att sgd(8,13) = 1 (eftersom 13 ar ett primtal, t.ex.) och vi kan
dérmed tillimpa satsen. For att svara pa fragan racker det ddrmed att
hitta en partikularlosning (o, yo) till ekvationen, dvs ett par heltal som
uppfyller 8xg + 13y, = 4. For att hitta sadana tal kan vi t.ex. utfora
Euklides algoritm pa talen 13 och 8 och ldsa resultatet baklénges for
att komma fram till uttrycket 2 = 2-13—3-8, vilket ger 4 = 4-13—6-8.
Alltsa ar (zg,yo) = (—6,4) en partikularlosning, vilket enligt ovan sats
ger den allménna l6sningen

r = —6—13k .
Svar: {y _ 448k for k € Z.

Om (z,y) ar den 16sning som motsvarar heltalet k fran svaret till del
(a), s& har vi

\z| + |y| = |—6 — 13k| + |4 + 8k| = |6 + 13k| + |4 + 8k|. (%)
Alltsa behover vi bestamma det & € 7Z som gor detta uttryck sa litet
som mojligt, vilket vi gér genom att analysera olika fall:
Fér k = 0, motsvarande (x,y) = (—6,4), sa ar (x) = 10.
For k£ > 1 sa ar
(x) =6+ 13k +4+ 8k > 31

och for £ < —1 s3 ar
(x) = —6 — 13k — 4 — 8k = —10 — 21k > 11.

Svar: Det minsta virdet (10) antas for losningen (z,y) = (—6,4).
Talet 107 i vansterledet ar ett primtal: det ar varken delbart med 2, 3,
5 eller 7, och det finns inga andra primtal mindre dn 1/107. Faktorise-
ringen i hogerledet ger en primtalsfaktorisering av hogerledet dér alla
primtalsfaktorer &r strangt mindre &n 107. Enligt aritmetikens funda-
mentalsats kan de tva leden alltsa inte vara lika.

(Obs: det finns manga sitt att resonera pa har.)



2.

(a)

Per definition har vi att
p(z) = (2 + Dk(x) + (22 +5)
for nagot polynom k(x). Inséttning ger darmed
p(i) = (i* + 1)k(i) + (20 +5) = 0 + (2i + 5) = 2i + 5.

Vi skriver det komplexa talet z — i pa polér form: z —i = re? dar r > 0
och 0 € R. Talet z uppfyller alltsd (z —)* = 16i om och endast om

N4
(’r’ew) = 167
il _ ot in/2

— r:200h40:g+27rkf6rkez.

Den sista ekvationen ar ekvivalent med
T

m
0= 4"k
§72

Eftersom funktionen €™ ir 27r-periodisk s& riacker det att ta k = 0,1,2,3
i detta uttryck, vilket leder till de fyra vinklarna

rTom,rom, T 3T
g 82 s T

Detta leder till de fyra 16sningarna
z—i=2e"

for ovan vinklar #. Med andra ord sa ar var ursprungliga ekvation ek-
vivalent med

z € {z +2e'5, i+ 261(%“%)7 i+ 261'(%*”), i+ Qei(§+3’z")} .

I det komplexa talplanet motsvarar detta foljande fyra punkter, som
alla ligger pa en cirkel med radie 2 och mittpunkt i talet ¢:

Irgl(Z)

7

22 e

Vinkeln mellan nérliggande l6sningar (relativt mittpunkten 7) ar 7/2.



3.

(a)

Eftersom den relativa ordningen mellan X, Y och Z ér forbestamd, sa ér
det bara deras positioner i ordet som spelar roll. Dessa 3 positioner kan
valjas fran de 7 mojliga pa totalt (;) siatt. For varje av de motsvarande
utplaceringarna av dessa 3 symboler sa finns det 4! sétt att ordna de res-
terande symbolerna pé, enligt sats fran kursen /multiplikationsprincipen.
Enligt multiplikationsprincipen, samt formeln foér binomialkoefficienter,
ar det totala antalet ord déarmed
7!

7
. . ‘ = — ' p— . . . f—
Svar: (3) 4! a1l 41 =7-6-5-4 = 840.

Vi faktoriserar uttrycket och anviander binomialsatsen:
2\8 8 8 - (8 k s (8 ok
($+2m) =2°(1+422)" =) (2z)F =2 272",
o \k o \k

Termen z'! motsvarar termen k = 3 i summan, vilket ger oss koeffici-
enten

Svar: (2)23 (= 448).

Vi bildar systemets utokade matris och anvander Gausseliminering:

10 37 1 0 3|7
1 2 611 | =Ry ~ 0 2 3|4
0 4 9|14 0 4 9|14 ) 2R,
1 0 3|7\ —Rs 1 0 01
~ 0 2 3|4 | —-Ry ~ 0 2 0}-2
0 0 3|6 0 0 3|6

Fran den sista matrisen kan vi ldsa av att systemet har den unika 16s-
ningen
Svar: (z,y,2) = (1,—1,2).

Antalet l6sningar paverkas inte av vad hogerleden ar, for detta ekva-
tionssystem. Detta kan ses genom att stegen i Gausselimineringen en-
dast berodde pa koefficientmatrisen (dvs inte den uttkade delen), och
att ekvationssystemet motsvarande den slutgiltiga matrisen uppenbar-
ligen alltid har en losning, oavsett vad den utokade delen ar. (Obs: det
finns manga sitt att resonera pa hér.)



(c) Enligt utlard sats ar volymen lika med absolutbeloppet av determinan-
ten av matrisen

10 3
1 2 6

0 49
Enligt en annan sats fran kursen vet vi att determinanten inte paverkas
av att vi adderar en multipel av en rad till en multipel av en annan.
Alltsa har denna matris samma determinant som den reducerade ma-
trisen

S O =
o NN O
w o O

fran ovan, vars determinant ar 1 -2 - 3 eftersom den ar triangular.

Svar: Parallellepipeden har volym 6.

5. Den nirmaste punkten P pa planet till punkten @) har egenskapen att vek-
torn PQ ér parallell med normalvektorn 7 = (1, —2,2) till planet. Ett siitt
att hitta denna vekt@ pa ar genom att ta en godtycklig punkt F, pa
planet och projicera PyQ) pa normalvektorn 7. Vi viljer Py = (3,0,0) som
var punkt pa planet, vilket ger

P@ = (5,6,3) — (3,0,0) = (2,6,3),

och vi far darmed

7RO\ - (1,-2,2)-(2,6,3)
12+22+22

PQ = pI‘O_]'ﬁPOQ = ( ‘ﬁ)|2 n = (1,—2,2) = —%(1, —2,2).

Avstandet mellan P och () ar langden pa denna vektor:
| —5(1,-2,2)| = 3VI2+ 22422 = 2.

Vi kan hitta koordinaterna for P genom att anvanda koordinaterna for P_Q)
och @Q:
koordinaterna for P = (5,6,3) — (—%)(1, —2,2) = 5(49,46, 35).

Svar: Avstand 3, koordinater §(49,46, 35).



6. Vi betecknar den forsta rotationen R, speglingen .S, och den sista rotationen
R,,saatt T = R, 0S5 o R,. For att hitta matrisen for T relativt standard-
basen anvinder vi faktumet att matrisen for en linjar avbildning F', relativt
(standard-)basen B = (7, €3, €3), ar

dir [@]p star for B-koordinatvektorn av .

Geometriskt kan vi se att

Tillsammans med linjiriteten hos S och R, vilket medfor t.ex. att S(—u) = —S (W),
ger detta

T(e2) = Ro(S(R:(22))) = Ro(S(—¢1)) = Ro(—61) = —e1
T(es) = Ra(S(R:(€3))) = Ru(S(83)) = Ra(e2) = &5,

I standardbasen har dessa vektorer koordinater

0 —1 0
, 0 resp.
0 0

= O

Darmed ar matrisen for T relativt standardbasen

0 -1 0
-1 0 0
0 0 1

Effekten av T ar alltsa densamma som effekten av att spegla i planet x 4+ y = 0
(eftersom béada transformationerna har samma effekt pa basvektorerna).

[Obs: denna uppgift kan ocksa lampligen 16sas genom att berdkna matriserna
(relativt standardbasen) for var och en av transformationerna R,, S och R,,
och multiplicera ihop dem i lamplig ordning.]



