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Uppgift 1

Ratt svar ar

a) 1. P(A) > P(B)

b) 2. alltid falskt

c) 3. P(X =2)=F(z)— F(z—1)
d) 1.a=1/20ch b= —

e) 5. Cov(X,Y) = 0 men man kan inte avgora om X och Y &r oberoende

Uppgift 2

a) Villkoret [ f(z,y)dzdy = 1 ger cf02 f02 xydxdy = 4c = 1 och alltsa
c=1/4.

b) Vihar att fx(z) = [%_ f(z,y)dy och far alltsa for z € [0,1] att fx(z) =

f xydy = Z, och fx(x) = 0 for 6vriga . Av symmetriskil fas ockséa att
fy( ) =4 for y € [0,2] och fy(y) = 0 for vriga y.

) Vi har att E[X + Y] = E[X] +E[Y], dir E[X] = E[Y] = [, yfy(y)dy =
f02 y;dy = %, och alltsa E[X + Y] = %_
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Uppgift 3

a) P(alla visar samma farg) = P(alla visar rott)+P(alla visar gult)+P(alla visar gront) =
3\3 1 (2)3 1\3 _ 1
)"+ @)+ &) =5

b) P(alla visar olika firg) = P(en visar rott, en visar gront, en visar gult) =

3! % . % . % = %, eftersom det finns 3! olika sétt att ordna de tre fargerna

(dvs bestdmma vilken firg som ska forekomma pa vilken térning) och varje

sadan ordning forkommer med sannolikhet % . % . %.

Uppgift 4

a) Lat Y = X?2. Férdelningsfunktionen for Y &r

Fy(y) =P(Y <y) =P(X* <y) =P(X < \y) = Fx(\/y)-
Téathetsfunktionen for Y fas genom att derivera férdelningsfunktionen:

d

fr(y) = @Fx(ﬂ) = d(;ffx(\/@) Vye V=eY

_ 1,
NG
for y > 0 och fy(y) =0 fory <0,dvs Y ~ Exp(1).

b) Lat Y7 = X12 och Y5 = X22, och Z = Y7 + Y5. Faltningsformeln ger

fe2)= [ " e — 0 fa(n)dy.

Integranden &ar positiv bara om y > 0 och z —y > 0, dvs 0 < y < z, och vi
far alltsa

fz(z) = / e~ (Ve Vqy = / e "dy=ze* forz>0
0 0

och fz(z) =0 for z < 0.

Uppgift 5

Lat n vara antalet biljetter som séljs och lat Y; = 1 om personen som kdper
den ite biljetten dyker upp och Y; = 0 annars. Enligt flygbolagets uppskatt-
ningar och givna antaganden géller att Y; ~ Be(0.95) for allai = 1,...,n
och att {Y;} &r oberoende. Lat S, = > ;Y; beteckna antalet passage-
rare som dyker upp. D& géller att S,, ~ Bin(n,0.95). Vi ska bestdimma n



Losning Sannolikhetsteori I, 14 december 2022 3

sa att P(S, < 300) > 0.99. Enligt Centrala gransvirdessatsen ar S, ap-
proximativt normalférdelad, eftersom det &r en summa av méanga oberoende

lika fordelade stokastiska variabler. Lat ® beteckna fordelningsfunktionen for
N(0,1)-férdelningen. Vi far da

P (S, < 300) =P <5n—E[5n} < 300—E[Sn]> - < 300 — n - 0.95 ) |

Var(Sn) — /Var(S,) vn-0.05 - 0.95
Ska denna sannolikhet vara 0.99 méaste (300 —n-0.95)/v/n - 0.05 - 0.95 ges av
0.01-kvantilen i N(0,1)-férdelningen, dvs (300 — n - 0.95)/v/n - 0.05-0.95 =

2.3263. Detta leder till en andragradsekvation i = /n som har l6sning
x = 17.5, dvs 2% = 306.25. Bolaget kan alltsa silja max 306 biljetter.

Uppgift 6

a) Lat f(a) vara den forvintade forlusten nér vi gissar a, dvs
f(a) = E[(X — a)’] = E[X?] + a® — 2aE[X].

For att minimera f(a) med avseende pa a deriverar vi och soker nollstélle till
derivatan. Vi far f’(a) = —2E[X] + 2a och alltsd f/(a) = 0 omm a = E[X].
Detta &r ett minimum eftersom f”(a) =2 > 0.

b) Lat h(a) vara forvantad forlust da man gissar a, dvs h(a) = E[|X — al],
vilket kan skrivas som

h(a) = / (ax)da:+/aoo(a:a)dx

_ /:iaf(x)dx—/_;xf(x)dx—l—/aooxf(x)dx—/aooaf(x)dx.

De termer dér integranden ar af(z) ger

/a of (z)dz — /Oo af(2)dz = a[F(a) — (1 — F(a))] = 2aF(a) — a

—00

och de termer dér integranden ar x f(x) ger

—/a xf(x)dx+/ooxf(x)dm:E[X]—2/a xf(z)d.

—00 a —00

Alltsd kan vi skriva

h(a) =2aF(a) —a+ E[X] — 2/ zf(z)dx.
Derivatan blir 2'(a) = 2af(a) + 2F(a) — 1 — 2af(a) = 2F (a) — 1 och alltsa
W (a) =0 omm F(a) =1/2, dvs om a ar medianen i férdelningen. Detta ar
ett minimum eftersom h”(a) = 2f(a) > 0.



