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B6

(a)
Skillnaden pa omradet i (a) och omradet i (b) dr ett nollrum, sa svaret pa (a)
och (b) ar samma.

(b)
Omradet Dy ar symmetrisk i z, (om (z,y) € D, sa ar (—z,y) € D, och funktio-
nen ysinz® dr udda i  (ysin(—z)° = —ysinz?). De hiir tvi sakerna tillsam-

mans innebar att
// ysin 2°dxdy = 0.
Db

// 22y + ysin2dzdy = [/ 22ydxdy.
Db Da

Grénser for D, ges av 0 <y < V2 —22, —/2 < 2 < /2. Vi far

V2 V222
// nyd:vdy:/ / 22ydydz
D, -2 Y0

V2 V2—x2
/o7
-2

Alltsa far vi

V2—zx? V2 2
ydydx :/ x? {y} dydz
—V2 2 0

0
V2 2 V2 4
9_
:/ x? xd:U:/ x27$—dx:

1 V(P (VY
[31()}& 3 10 3 10

42 8V2 8V2
3 10 15 °

()
En begriansad kvadrerbar mingd ges av [0,1] x [0,1] C R, randen ges av en
kvadrat som ar ett nollrum.

En obegriansad kvadrerbar mingd ges av R?, den hir méingden har ingen rand
och den tomma méngden ar definitivt ett nollrum.

En obegrinsad méngd som inte dr kvadrerbar ges av {(z,y) € R? : y > 0},
alltsa 6vre halvplanet. Randen &r linjen y = 0 som inte kan tdckas med ett
dndligt antal rektanglar.



En begrénsad méngd som inte &r kvadrerbar ges av M = {(z,y) € [0,1] x[0,1] :
x,y € Q}, alltsd element i [0, 1] x [0,1] med rationella koordinater. For varje
punkt i [0,1] x [0,1] finns en punkt med rationella punkter godtyckligt néra
och en punkt med irrationella koordinater godtyckligt néra, sa randen till M &r
[0, 1] x [0, 1], vilket inte &r en nollméngd.

B7

(a)
Vi integrerar 6ver omradet 0 < x < 1, v/r < y < 1. Den andra olikheten ger
0 < x <92, sa vi kan skriva om vira granser till 0 <y < 1,0 < z < y2. Alltsa

géller
1

1 1 2
/ / sin(my*)dydz = / / sin(my?®)dzdy
o Jyz o Jo

1 , 1
:/ [xsin(ﬂy?’)]g dyZ/ y? sin(my®)dy.
0 0

Vi gor substitutionen u = 73, si att ‘;—Z = 3y? och du = 3y?dy. Alltsa

galler
/1 2 gin () dy — /1 sin(mu) du = ~ cos(mu) !
R AR A

cos(m) n cos(0) 2
3m 3m 3

(b)
Funktionen sin(x) r icke-negativ for 0 < z < 7. Alltsa ér sin(wy*) icke negativ
for 0 <y <. Alltsa ar var integrand icke-negativ 6ver omradet vi integrerar 6ver.

Betrakta punkten (1/2,1/+v/2). Den ligger pa insidan av virt omrade och om
(z,y) = (1/2,1/v/2) sa giller sin(ry*) = sin(n/2) = 1. Eftersom sin(mry?) &r
kontinuerlig finns det en cirkelskiva D kring (1/2,1/+v/2) och inuti vart omrade
s& att sin(my?) > 1/2 for (z,y) € D. Alltsé giller

1

1
1 1

/ / sin(myt)dydz > // sin(ry?)dydz > // —dydx = p(D)= > 0.

0 Jyz D D 2 2

B8

(a)
Vi gor en substitution i den forsta integralen och sitter v = 2y och v = x/2. Vi
har att

<y<l &= 1<y<2 = 1<v<L?2,

N



Alltsa far vi

1 27 2 T
/ / sin(xy)dxdy :/ / sin(uv)dudv.
1/2 Im/y 1 Jr/v

Vi kan ocksa byta namn pa variablerna i den andra integralen

2 27y 2 p2m/v
:/ / sin(xy)dxdy:/ / sin(uv)dudv.
1 T 1 ™

Tillsammans far vi

1 27 2 p2m/y
/ / Sin(xy)dxder/ / sin(zy)dxdy
1/2 Jm/y 1 Jr
27 /v
/ / sin(uv)dudv —|—/ / sin(uv)dudv
2 27 /v 27 /v
= / (/ sin(uv)du —|—/ sm(uu)du) dv = / / sin(uv)dudv
1 /v T v
27 /v . 27 /v
/ / sin(uv)dudv = / [ cosi(]uv)} dv =

/v

/ cos(27) Jr_COb( ) o _/Q_idvz_mn@).

v v

B9

(a)
Enligt extremvérdessatsen antar f sitt minimum och maximum pa D. Alltsa
finns (zg,yy) € D och (zq,y,) € D sa att for alla (x,y) € D sa géller

f(zo,y0) < flz,y) < fy, 1)

Vi far

//D Fosy)dady < //D Fory)dady = Fry. ) //D \dady — f(ory (D)



P& samma satt géaller
[ s sy > st pon(o).
Om vi lagger ihop de tva olikheterna far vi
f(@o:90) //fmydxdy<f(x1,y1)

Enligt mellanliggande-virdessatsen méaste det finnas (£,7) € D sa att

1
n) = M(D)//Df(x,y)dzdy = //Df(x,y)dxdy=u(D)f(§,n)-
(b)

Enligt del (b) med D = B,(a,b) och f = g sa finns ({(r),n(r)) € B,(a,b) sa
att

//B » g(z,y)dzdy = (B, (a,b))g(E(r), n(r)) = wr2g(£(r),n(r)).
Vi far alltsa
lim — // (z,y)dzdy = hrn —ma 29(¢(r), n(r)) = mg(a, b).

Vi far sista likheten genom att notera att (£(r),n(r)) € B,.(a,b), sé att lim,_,o(&(r),n(r)) =
(a,b), och g ar kontinuerlig.

B10

(a)

Vi noterar att om —2 + 22 < y < 2 — 22 s& maste —V/2 <z < V2. Vi far alltsa

integralen
V2 2—x2 V2
/ / ldydzx 2/ [y]i}imzdl“ :/ ly ] 2+z2dx
—V2 J—2+4x2 —V2 V2

V2 3qV2
2 2 1612
:/ 4—2x2dx:{4x—x] g5 BVZ_16V2
V2 3 ) 3 3

(b)

Vi har att

vol(K) = //D /Ony 1dzdzdy = //D(l + |zy|)dzdy



://1d:cdy+// |xy|dxdy:,u(D)+// |zy|dxdy.
D D D

Vi vet fran (a) att u(D) = %ﬁ, sd det ricker att rdkna ut integralen Gver |zy|.
Funktionen |zy| dr jaimn i 2 och y och omradet D dr symmetriskt i « och y-axeln
s& vi far

\/5 2— g2 \/5 2— 72 \/§ 2— 72
/ |zy|dzdy = / / |zy|dedy = 4/ / |xy|dedy = 4/ / rydydx
D —V2 J—2+x2 0 0 0 0
2

Y R L
0 0 0 0
BN
12 2 3
Alltsa géaller
16v/2 8
vol(K) = T+§

(c)

Vi har att

//D (1 +zy)dedy = //D ldxdy + //D zydrdy = p(D) + //D zydady.

Funktionen xy dr udda i  och D &r symmetriskt i y-axeln. Vi far

// zydxdy = 0.
D

//D<1 + zy)dady = 16%5

Alltsa géller

B15 Omréadet i uppgiften bestar av 4 omraden D, Dy, D5, D, i de 4 olika
kvadranterna (se bild). Eftersom integranden z* —y* &r jimn i 2 och y och vart
omrade D &r symmetriskt i z-axeln och y-axeln far vi att

// zt — ytdedy = 4// z* —ytdady.
D D,
Vi réknar ddrmed ut integralen 6ver D, istéllet for D.

Vi har en faktorisering

vt —yt = (2% —y*)(a® + 97



s& vi kan gor substitutionen v = 22 + y2, v = 22 — y2. Notera att vi anvinder
att funktionen F(z,y) = (22 + %, 2% — y?) r injektiv i forsta kvadranten, men
inte nédvéandigtvis annars. Vi far ddrmed nya grénser 3 <u <4,1 <v < 2. Vi

har Jacobian
d(u,v)  [2z 2y
Aw,y) 20 —2y

Absolutbeloppet blir 8xy eftersom bade x och y &r icke-negativa pa D,. Vi har
att

} = —8xy.

u? —v? =2t + 22292 +yt — (2 — 22%% +yt) = 4oy’
Det innebér att 4vu? —v? = 8zxy. Alltsa far vi

‘3(96,;1/) B ‘a(m) R T o
o(u,v)|  |0(z,y)|  Szry 4
d(z,y)

2 4y
dudv = / / —uv(u? — v?) " 2dudv.
1 s 4

A(u,v)

—-1/2 2 2)1/2

En primitiv funktion till x(2? — a?) ges av (2% —a , s& vi har

2 4y 1 /2 .
/ / —uv(u? — v?)"V2dudv = = / v [(u? — v2)1/2]3 dudv
1 Jz 4 4.

1 /2
= Z/ v(16—v2)1/2—v(9—v2)1/2dv.
1

1/2

En primitiv till z(c — 22)1/2 ges av %(c —22)3/2. Vi far

16 —02)3/2 (9 — ¢2)3/2 2
3 B 3

1 /[? 1[¢(
f/ v(16 — v2)V2 — (9 —v?)V2dv = =
1), 1 )

= (122 = (552 - (157 + (3.

Slutgiltigen far vi

1 )
//Dx4 —ytdady = 4//D1 2t — ytdady = g((12)3/2 — (5)3/2 — (15)3/2 4 (8)3/2).

B16
(a)
Om vi gor variabelbytet = 2r cos(6) och y = rsin(6) sa far vi Jacobian
9(z,y)
= 2r.
are)



Begransningen x? + 4y2 < 4 blir 2 < 1 och > 0 blir —r/2 < 6 < 7/2.
Tillsammans far vi

™ 1 ™ 1
//J;da:dy:/ / 4r? cos(@)drdﬁz/ cos(@)d&/ 4r2dr
D —7 J0 —7 0

1
s /2 ﬁ . §
= [Sln(e)},ﬂ-/g [ 3 :|0 = 3

(b)
Vi antar hir att a,b > 0 eftersom det inte paverkar uppgiften.
Vi gor variabelbytet = acos(f) och y = bsin(#). Var Jacobian blir

I(z,y)
a(r,0)

= abr.

2

Olikheten Z; + % < 1 blir 72 < 1. Olikheten 2 > 0 blir —7/2 < 0 < x/2. Vi

far ’
/2 sl
//xdxdy:/ / a?br? cos(0)drdo
D —x/2 J0

/2 1 255 0
*71'/2 0 us 3 0

(c)
Lat D vara ellipsen i uppgiften. Vi gér samma substitution som i (b), men far
istdllet grénsen 0 < 0 < 27 for 6. Vi far

2m ol
Area(D)://ldxdy:/ / abrdrdd
D o Jo
1

m abr2 ]’
/ d9/ abrdr = [0]37 [] = mab.
0 0 2 ]y
B17

Fran olikheten y < 22 < 2y far vi y < 2y vilket ger y > 0. P& samma sétt giller
x > 0. Grénserna kan ekvivalent skrivas 1 < L; < 2ochl< y?Q < 2. Vivill
utfor variabelbytet u = x—; och v = yI—Q For att vara sidkra pa att det ar tillatet

visar vi att F(z,y) = (22 /y,y?/x) ér en bijektion fran D till
E={(uv):1l<u<21<v<2}
Det gor vi genom att definiera

G(u,v) = (Vu2v, Vur?).



Vi far att F'o G(u,v) = (u,v) och att Go F(z,y) = (z,y), alltsa har F' en invers
och ar darmed bijektiv.

Vi utfor variabelbytet, sa vi far grénser 1 < u < 2 och 1 < v < 2 {6r u och v.
Vi far Jacobian

20 2?
T =det[ ] =1-1=s= ey

2 g2 22
// — + —dzdy = / / —vu + vdudv
p\V Y T 1 A3

1

3

Dérmed géller

2 2
1 2 2(u+wv)32 2 [? 2 [2240)%2  2(14v)%?
== T | du= 2 24-0)3/2—(140)32dy = = _
/1 [ 3 ]1 v 9/1 (2+4v) (14v)3/2dv 9 5 5

4
= 475(45/2 —35/2 _35/2 4 95/2) = 4%(32 —9V3 +2v2).

B19

Tva sammanhédngande omraden begrinsas av de fyra kurvorna (se bild) varav en
av dem (D) ligger i forsta kvadranten. Olikheter till D ges av 1 < 22 + 9% < 2,
0<y—22<1,2>0.

Vi vill utféra variabelbytet u = 22 + y2,v = y — 2, vilket kommer att vara ett
valdefinierat variabelbyte i forsta kvadranten. Vi far Jacobian

o(u,v) 2¢ 2y| -
Sy = | Y] =

Vi har dven att |2z(2y + 1)| = 22(2y + 1) eftersom z,y > 0 pd D. Vara nya
granser ges av 1 < u < 2, 0 <wv < 1. Vi behover ocksa l6sa ut y for att utfora
vara berdkningar, sa vi far

9 9 1 1
utv=y+y=y +y—(u+v)=O:>y:—§+ Z+u+u

=2y=—14+V1i+du+4dv=2y+1=+vV1+4+4u+4v.

Vi kan nu utféra vart variabelbyte.

//mydxdy—// 52 2y*1 (2y—1)dxdy—// ﬁ%c@y—i—l)dxdy
:// ( 2y+1)>‘gE yi

2 1
dxdy = Z/ / (1 — (1 +4v + 4u)~?)dvdu.
1 0




Nu aterstar bara att integrera

L 1 /2 1 4 Aoy + dg)1/2 1
*/ / (1—(1+4U+4u)_1/2)dvdu:7/ {U_W“f“)] Ju
4 1 0 4 | 2 .

4

1 2 4u)1/2 1 4 4q)1/2 1 4u)3/2 1 4 4q)3/2 2
/ | B2 (1) du:[u_<5+ W (1 du) }
W 12 12 1

2 2 4
66 — 13v/13 — 5v/5
48 '

— %(12 _ 133/2 4 93/2 + 93/2 o 53/2) _

B25 Vi ldter D, = {(z,y) € R? : 0 <z < 2y : 22 + 4y? < 4a®. D& ér D, ett
kompakt omrade som nadrmar sig D, sa vi far per definition

//6*12’4y2dxdy: lim // e’w2’4y2dmdy.
D a—0o0 Da

Vi gor variabelbytet @ = 2r cos(#) och y = rsin(#). Jacobianen blir 2r. Olikheten
x? 4+ 4y2 < 4a? blir r < a, och olikheten 0 < x < 2y blir

0 < 2rcos(f) < 2rsin(f) < 0 <cos(f) <sin(f) <= 0<60 < /4

Alltsa far vi

/4  pra /4 a
// e 4 dxdy = / / 2re 4 drdf = / dH/ ore 4" dr
D, 0 0 0 0

BT
g e LT e
0

Slutgiltigen far vi

7m274y2d du = 1 // 71274y2d du = i K 1— —4a? :1
//De e, vy = Jim 51— =5

B26

(a)
Integralen konvergerar 6ver D om och endast om den konvergerar éver D’ =
{(z,y) € D:2? +y? > 1. Vi har att

1 1
———dxdy < ———=dxdy.
//,1+x3+y3 v y_//,x3+y3 e

Vi byter till polara koordinater. Att vi ligger i forsta kvadranten ger oss 0 <
0 < 7/2. Begrénsingar pd D’ ar 1 <r < oco. Vi far

1 T/2  poo r
// ———dady = / / o drdo
s34y o 1 13(cos3(f) + sin”(6))




/2 1 © q
:/ 3 d@/ —dr.
b cos3(f) +sin”(0) S T

Den forsta integralen &r en éndlig integral, och den andra konvergerar.

(b)
Vi integrerar aterigen 6ver D’. Eftersom integranden inte nodvandigtvis ar
positiv, anvinder vi kravet for absolut konvergens.

l+x+y
//,1+x2+y dxdy_///1+x2+y ddy_// ddy

Vi byter till polara koordinater och far

/2
(z+y) 1 2cos (0) + sin(0))
5 dxd drdf
//, (z2 +y2)4 v / / 76 (cos(0)2 + sin(6)2)4 v,

/0”/2 2(cos(f) + sin(0))d0 /1OO . dr

Den forsta integralen dr dndlig och den andra konvergerar. Alltsa konvergerar
var ursprungliga integral.

B27
Vi har 0 < z < oo som grénser for o, och —e™* < y < e~ % som granser for y.

Om « # 1 far vi )
// e drdy = / / e dydx
D 0 —e
= / eyl adr = / 2% (e %)
0 0

o0

00 (a—1)z 2
= / 2e VT dy = 2 [e } = (1 — lim ele=bo),
o @

a—1 -1 T—00

Det sista griansvirdet finns om och endast om o < 1 och &r 0 i de fallen, sa

2
// edxdy = ——
D @

Om « =1 blir integralen istéllet
/ 2dzx
0

vilket uppenbarligen divergerar.

10



B36

Vi later z vara oberoende, y bero pa z och x bero pa y och z. Olikheten 0 <
r<y+z<z<1lgeross0<z<1. Olikheten 0 <y + 2z < z kan skrivas om
som —z < y < 0 vilket blir vara granser for y. Olikheten 0 < z < y + z blir
vara granser for z. Tillsammans ger det

1 0 py+z
///nyzdxdydz:/ / / 22yzdxdydz
D 0 J—z o
1 0.3, 1 b0
/ / [ Y } dydz = 7/ / (y + 2)%yzdydz
0 -z 3 3 z
1 4

Lt o 1
= f/ z/ Yy 431324+ 3y 22 +y2idydz = f/ [
3 0 —z 3 0

2,370
z
v+ L

Yo 3ytz
5

B37

(a)

Vi skriver om ekvation som begrdnsar omradet som

r—2\2 9 9
3 +y 4+ <1

Vi ser att vi kan gora substitutionen x = 3(r cos psinf) + 2, y = rsin ¢ sin 0,
z=rcosf. Har later vir > 0, 0 < ¢ < 2w, 0 < 0 < 7. Vi far Jacobian

’8(;5, Y, z)

_ 9.2
90.0.9) = 3r“siné.

Vart nya omrade blir 2 < 1, och 3r cospsind + 2 < 2. Eftersom sin€ > 0 for
0 < 6 <7 ochr >0 blir den andra olikheten ekvivalent med

cosp < 0.

Det hir géller for /2 < ¢ < 37w/2 . Alltsd far vi integralen

3n/2 pm
/// rdzdydz */ / / (3r cos psin @ + 2) - 3r? sin(0)dfdpdr
0
37/2 T 1 37/2 T
—9/ / cos<pd<p/ sin29d9+6/ r2/ d<p/ sin 6d6.
0 /2 0

11



Vi rdknar ut integralerna var for sig. Den forsta integralen blir

1 3m/2 ™ 471 ™ 1
9/ r3/ Ccos gpdgo/ sin® 0df = 9 [r] [Siﬂ((p)]i%Q/ =(1 — cos(20))do
0 /2 0 41, b 2

Den andra integralen blir

1 37/2 T 3 3n /0
6/ 7“2/ d<p/ sindf = 6 [] [@]W% [— cos(0)]F = 4.
0 /2 0 3

Totalt far vi alltsa

9774_4 s
—— T=—.
4 4

(b)
Funktionen ysin(y'%%) dr udda i y (—ysin((—y)'%) = —ysin(y'%*). Omradet D
ar symmetriskt i z-axeln. Alltsd &r integralen 0.

B39

()
Integralen konvergerar om och endast om den konvergerar pa omradet D =
{(z,y,2) : 2% + y*> + 22 < 1} eftersom R3 — D &r begriinsat. Vi har

1 1 00 T 27 1
T sl s 32 e T s o = —r?sin(0)dpdod
///Dl+x2+y2+z2—///DQ(m2+y2+z2) /1/0/0 gz sin(O)dipdbdr
1 0 2 ™
:f/ dr/ d<p/ sin(6)d6.
2.4 0 0

Tva av integralerna &r dndliga och den sista divergerar.

(b)

Vi byter till polara koordinater
1 % 2T T r26in(h)
drdydz = ———=dfdpd
///H§3(1+m2+y2+22>2 rayaz /o /o /0 (1+r2)2 par
o] TQ 2m T ) o] ’I”2 )
:/0 Wd’/‘/o dgﬁ/ok sm(@)d@dTZ/O md’/‘[gﬁ]o [—COS(H)]O

7,2
= ————drdm.

12




En primitiv till 7/(1 4+ 72)? ges av —1/(2(r? + 1)). Vi utfér partiell integration
och far

/ﬂd/ " _dr=—— " +/ LI
Q22" = ) a2 T 02 ) 20+

Alltsa far vi

o r? r 1
—  _drdr =47 |———— + “tan *
/o e rim “[ 22y T (’“)]

.1 _
=47 lim = tan ' r = 72.
T—00

o0

0

B40

Anta forst att 8> 0. Vi integrerar éver omradet D' = {(x,y,2) : 22 +y? + 22 >
1,y > 0} eftersom var ursprungliga integral konvergerar om och endast om
integralen 6ver D’ konvergerar. Vi far

|| /// |z /// |z
< <
///D/ 2|$|5dxdydz sl T mﬁdmdydz < e

Alltsa réacker det att ta reda pa nér integralen till hger konvergerar. Vi byter
till poldara koordinater och far

a 2m T o
/// |2||B / / / %sin(@)d@dgodr
’ 1
27
:/ e 5+2dr/ dgp/ sin(6

Integralen som innehéller r konvergerar om och endast om a—f+2 < —2 <
a<f+4.

Om istéllet S < 0 har vi istéllet

///, %dxdydz = /// 1f|x|ﬁdmyd3 < // |el|*dzdydz.

Det racker alltsa att underséka integralen till héger. Vi byter till poléra koor-

dinater. )
// |x|”‘d:cdydz=/ T“*er/ d(p/ sin(0)d#
/ 1 0 0

Integralen som innehéller r konvergerar om och endast om « + 2 < —2, alltsa
a < —4.

13



Alltsa konvergerar var ursprungliga integral om och endast om 8 > 0 och
a<fB—4eller 5 <0ocha<—4.

B41
Vi delar upp det som

0<2?2+92 <1 —w?—22

och
0<w?+22<1

//// 1dxdydzdw:[/ // ldxdydzdw
K w2+22<1 JIx24y2<1—w2—22

// (Area av cirkel med radie 1 — w? — 2%) dzdw
w2+22<1

// (1 —w? — 22)dzdw.
w2+22<1

Vi byter till poldra koordinater

1 27
// (1 —w? — 22)dzdw = / / (1 —7r2)rdrdf
w24+22<1 0 0

1
1 1
—om? | r—rddr=21%(:—2)= .
7'('/07“ ridr 77(2 4)

. Vi far

B44

(a)

Kurvan ar sluten eftersom
v(—=m) = (1 + cos(—27), sin(—27), 2sin(—mn)) = (2,0,0) = (7).
Kurvan ar daremot inte enkel eftersom

7(0) = (1 + cos(0), sin(0), 2sin(0)) = (2,0,0) = y(7) = y(=7).

(b)

Vi har att

(1 + cos2t)? 4 (sin2t)2 + (2sint)? = 1 + 2 cos 2t + cos? 2t + sin” 2t + 4sin’ ¢ =

14



1
= 1+20052t+1+4(§(1—cos(2t)) =4 —2cos2t —2cos 2t = 4.

Alltsa ligger v pa ytan 22 + 3% + 22 = 4.

(c)

Vi har att
(14 cos 2t — 1)% 4 (sin 2¢)2 = cos? 2t + sin® 2t = 1.

Alltsé ligger v pa ytan (v —1)2 + 9% = 1.

Vi ser att v ligger pa skdrningen mellan en cylinder och en sfir dir cylindern
"tangerar” sfaren. Alltsd kommer « att se ut som en atta.

B48
Vi skriver F(z,y) = (6 + 2y2, 4xy + 3y?) = (P(z,y), Q(z,y)).

(a)
Vi introducerar kurvor o; och o, dir o; parametriseras av
1
ri(t)=(0): —-1<t<—,
() = (£,0) 7

och o, parametriseras av

<
[ V)
—~
~
~—
Il
7N
Sl-
w
~
N———
o
AN
Sl -

Om vi orienterar o; och o, negativt far vi att —o, U —o, U o &r en sluten kurva
som innesluter ett kompakt omrade D. Enligt Greens sats géller

/ Fdf/ ———dd
—o1U—0oyUoc

= // (4y — 4y)dxdy = 0.
D
Vi har ocksa att

/ F-dr:—/F-dr—/F-dr—i—/F-dr.
—o,U—oyUo o, o o

2

Légger vi ihop de tva senaste likheterna far vi

/F-dr:/ F-dr—|—/F-dr.

15



Vi berdknar forst integralen 6ver oq. Vi far att 7 (t) = (1,0).

1/V3 1/V3
/F-dr:/ 3F(r1(t))~r’1(t)dt:/ " (66,0) - (L, 0)dt

1 1

13
= / 6tdt = [32]3 =1 -3 = —2.
—1

Vi berdknar sedan integralen éver oy. Vi far att r5(¢) = (0, 1).

/0F-dr—/olF(TQ(t))-ré(t)dt—/o (; \4;+3tQ> -(0,1)dt

2
1
4t 2t2 21 11 1
= +3t2)dt:[+t3] ==t ==
/0(\/§ V3 o 33 33 V3

Slutligen far vi

/F-dr:/F~dr+/F-dr:—2+i.
o o (e \/g

1

(b)

Vi later ¢’ vara kurvan i foregaende uppgift. Den kombinerade kurvan ¢’ U —c
ar alltsd den positivt orienterade randen till ellipsen 22 +4y? = 1, s4 vi far enligt
Greens sats att

/Ferr/Fdr*// //@—a—Pdd =0.
r2+2y2<1

Alltsa ar de tva integralerna lika, och

1
Fodr= [ F-dr=—2+—.
[ro=] 7

()

Vi har enligt Greens sats

/Fd—//a—Q—ﬁ—Pdd = 0.

16



B50

Vi har att F(x,y) = grad f(z,y) = (8—5, %i) Vi later r(t) = (z(t),y(t)),a <

t < b vara en parametrisering av I'. Kurvan I" ligger p& en nivakurva till f, siag
tex f(z,y) = C,sa f(r(t)) = C. Darmed far vi

[rrae= o vom= [ (. B (250

/a §f< <t>>fl—f + §§< )i / 9 vty

Har anviander vi kedjeregeln i flera variabler for sista likheten.

[ b
a ¢ r@)dt = [f(r(t)]e = f(r(b)) = f(r(a)) =C - C =0.

B56
Vi sluter kurvan v med en kurva § = {(z,y) : y = 2,0 < z < 1.} Kurvan
parametriseras som r(t) = (¢,¢),0 <t < 1. Det ger 7'(¢t) = (1,1). Alltsa far

/6F dr = /01 F(r(t)) -7 (t)dt = /Ol(sin(t —1),22 +sin(t — 1)) - (1,1)dt
/012t2dt {2;)3]0;.

Kurvan § U —y &r den positivt orienterade randen till omradet
D={(z,y):0<x <1,z <y <z}
som ocksa kan skrivas
D={(z,y):0<y<1,9y° <z <y}

Enligt Greens sats far vi

/F dr+/F dr 7//@737%(1
1 Yy 1 y
:/ / 2y+cos(y—x)—cos(x—y)dmdy:/ / 2ydxdy
0 Jy2? 0 vy?

17



1 1 3 471
2
/ 2y[xlydx :/ 2% — 2°dy = {y — y] =
b o 3 2 o

Lagger vi ihop dessa resultat far vi

/F~dr=/F'dr—1:g—1:1.
y s 6 3 6 2

B57

(b)

Enligt Greens sats giller

0 0
rydr + (22 — y? dyz//—:z:g—y2 ——xydmdy://xda:dy.
| iy =[] Goa == i i

Funktionen x &r udda i z och D dr symmetrisk i y-axeln sa integralen blir 0.

B58
Kurvan v ér randen till det positivt orienterade omradet D = {(z,y) : 22+4y? <
1}. Enlig Greens sats har vi

/ xsin(yQ)da:—i-(a:Qycos(y2)+23:)dy:// g[332ycos(gf)#—%r;]—g[assin(yQ)]dacdy
oD Dax ay

// 2y cos(y?) + 2 — 2xy cos(y?)drdy = // 2dxdy = 2u(D).
D D
Arean av omradet (x/a)? + (y/b)? < 1 ér wab. I vart fall ir a = 1, b = 1/2,
sa )
2M(D):2-7r~1-§:7r.

B59
Vi antar att omradet D kan delas upp i omradet av typen

E={(z,y): fly) <z <g(y),a <y < b}

//Eaacjda:dy/aEQdy.

Till att borja med har vi att

b rg(y)
//a—Qda:dyz/ / a—Qdmdy
e Ox e i) Ox

18
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b b b
=/ [Q}?gidy:/ Q(g(y%y)dy—/ Q(f(y),y)dy

Lat « vara kurvan parametriserad av
r(t) =(g(t),t),a <t <b.

Vi far att »'(t) = (¢’(t), 1) vilket ger

b b
/ Odz + Qdy = / (0,QUo(t), 1) - (¢/ (1), 1)dt = / QUo(t), tydt.

o a

Pa samma sitt far vi att

/O_ Qdy = / Q.

Slar vi thop de héar tva resultaten far vi att

// dxdy—/de—i-Qdy /Qdy—/vU UQdy

Men yU —o = OF. Genom addition av detta resultat for alla uppkommande

delomraden E av D far vi
// —dxdy = / Qdy

eftersom kurvintegralerna langs de inre vertikala linjestyckena gar at bada hallen
och dérfor inte ger nagot nettobidrag.

B60
Vi anvander Greens formel

0
[ (Pl @ oy = [ i u) ol 5P+ oy

A a%[@(x, )]~ %[P<x7y>]dxdy.

Den sista integralen beror inte pa f och g.

B68

(a)

Vi behover hitta en funktion U(x,y) sa att

ou
e sin(zy) + xy cos(zy) + 2z,
x

19



%—(y] = 22 cos(wy) + ev.
For att berdkna U berédknar vi
cos(zy)
- Y

— wsin(ay) + 22 + [(y).

cos(@y) |2y fiy)

/(sin(my) + zy cos(zy) + 2z)dx = + xsin(zy) +

/(x2 cos(zy) + e¥)dy = xsin(xy) + ¥ + g(x).

Hér ar f(y) en term som beror bara pa y och g(x) en term som enbart beror pa
x. Likstéller vi de tva uttrycken far vi

xsin(zy) + e¥ + g(x) = wsin(xy) + 2% + f(y)
Vi ser att g(x) = 22 och f(y) = e¥ fungerar, sd
U(z,y) = zsin(zy) + 22 + ¥
ar en potential till w. Alltsa ar w exakt.

(b)

Vi utgar fran potentialen U vi hittade i foregaende uppgift och far

/w =U(2v2,1) = U(0,1/3) = 2v/25in(2V2) + 8 + e — e!/3.
c

(c)
Eftersom U(0,1) = e, U(0,0) = 1 kan vi lata ~; vara en kurva fran (0,0) till
(0,1) (vilken som helst) eftersom

/w:U(O,l)fU(0,0):e—l.

Y1

(d)

Lat v, vara 7, med motsatt orientering.

(e)

Lat 4 vara en sluten kurva (som enhetscirkeln).

B72
Vianvéinder Greens sats, eftersom C' &r den positivt orienterade randen till

D={(z,y) €eR*: |z| +|y| < 1}.

20



Vi far

2
y 2zy )

———d ———d T )d

/Cl—i—ac2y4 x+<l+x2y4 rhen)dy

0 22y 0 y?
Yo . R ] A P —
//D(?m {1—!—3:2;1/4 x+e] Oy [1+x2y4 T)aray

2u(1 24_2 .9 4 2(1 24_2.424
// y(1+2°y*) — 2wy - 2wy e y(1+z%y*) —y TY gy
D

(14 x2y*)? (1+ x2y*)?

= // e*dzxdy.
D

Vi gor variabelbytet u =  + y, v = & — y. Ekvivalent har vi z = (u + v)/2 och
y = (u—wv)/2. Vi far nya grinser —1 <u <1, —1 < v < 1 och Jacobian

Tillsammans far vi

1

1.1 1 1
//e‘”dxdy:/ / ewtv)/2 —dudy = f/ e”/de/ e/ du
D —1J-1 2 2.4 1

%[26“/2]1_1[2€u/2]£1 — 2(61/2 _ 6_1/2>2.

B73
Vi integrerar termen framfor da och far

U/‘de 1/ L4 L2 tan (o/32)
= _— = —— _— = —— n
2y ) el Y o

Y2
= —tan *(z/y?) = tan"! <> .
x
Vi ser att
ou 2wy
oy a2yt

sa U ar en potential till differentialformen i uppgiften. Alltsa géller

2
—y“dx + 2zydy B )
[Ml =U(1,0) —U(-1,0) = tan (0) — tan" " (0) = 0.

21



B74
Enligt Greens sats giller

Lo ~tate 5= [ U] =3y [ 15y s

AN ) 0 f
- —d dy
//D(@x> * 8x2+(8y> +f ‘
of\*  (0f 82 fooorf
_ et L —= + —= | dxdy.
//D<8x> Jr(@y) +f +82 vy
Vi anvidnder nu att f uppfyller Laplace-ekvationen och far
) ()
= + (5] dzdy.
//D (833 dy
Om f ar 0 pad 0D &r den ursprungliga integralen noll, vilket betyder att inte-
gralen ovan dr noll. Det innebédr att

o _, 01

ox Fyzo.

Alltsa ar f en konstant funktion. Eftersom f ar noll pa 0D, ar f konstant 0.

B77

(a)

Det ar en donut.

(b)
(). Eftersom z-koordinaten &r konstant 0 och (x,y) koordinaten har avstand 2
frén origo dr det héir den yttre ekvatorn till torusen.

(#¢). Nu ar istillet z-koordinaten konstant och som storst, si det ar oversta
ekvatorn till torusen.

(#9t). T det har fallet &r y-koordinaten konstant 0 och (z, z) koordinaterna ror
sig i en cirkel, sa vi gar alltsa i en cirkel kring torusen i en riktning parallell med
cirklarna i (¢) och (ii).

(c)

Vi berdknar en normalvektor. Vi far
—(2 —cost)sins sintsins costcos s
rexr,=| (2—cost)coss | X [sintcoss| = (2 — cost) costsin s .
0 cost —2sintcosssin s

22



Om s = 7/3 och t = 7/2 far vi 7(s,t) = (1,4/3,1). For dess virden blir nor-
malen 7, x 7, = (0,0, —/3).

(d)
Omt=m,s=04rr(s,t) =(3,0,0). I det har fallet far vi r, x r, = (—3,0,0).

B78
Vi berdknar derivatorna av r

r, = (cost,sint,2s), r, = (—ssint,scost,0).
Vi far
cost —ssint —2s2% cost —2s2% cost
Ty X Ty = |8int| X | scost | = —2s%sint = | —2s?sint | .
2s 0 s(cos? t + sin® 1) 5

For att tolka normalvektorn grafiskt, hjdlper det att se att var yta &r ytan
z = x2 + y?, alltsi en paraboloid. Eftersom var normalvektor har positiv z-
koordinat, pekar den inat.

B82
Vi undersdker skirningen av de tva ytorna. Om z?4+y?+22 = 1 och 22 4+y% = 2

géller
—1++5

(P +y )+ =1=2+22=1 < 2= 5

Alltsa skars de tva ytorna i cirkeln

“1+v6 145

2 2 _
e+ Yy = 5 , Z 5

De tva omradena Y; och Y, som uppgiften fragar om &ar alltsa

—1+\/5}

Y1:{(m,y,z)€R3:x2+y2+z2:1, z> 5

Y2:{(ac,y,z)ERS:xQ—i—yz—i—zQ:l, z < 5

—1+\/5}

Vi parametriserar var sfar med sfiriska koordinater,
(¢, 0) = (cos psin b, sin psin 6, cos b).

Har géller 0 < ¢ <27 och 0 < 0 < 7. Kravet pa z for Y, blir

—1+V56 —1+V5
cos(f) > — ) .

:>0§9§cosl< >
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Vi doper det sista uttrycket i olikheten ovan till ¥, och far alltsd begransin-
gar 0 < 0 < 9. Vinkeln 9 ar alltsa den vinkel mellan 0 och 7 som uppfyller

cos(y) = (1 +5)/2.

Vi beréknar nu

—sin psin § cos ¢ cos 6
r, = | cospsing |, ry= |sinpcost|,
0 —sinf
.2
cos psin” 6
Tg X T, = [sincpsin2 0]
sin 6 cos 0
. Vi far
||rg % r,|[* = cos® @sin® 0 + sin® p sin® @ + sin” 0 cos? 0
= sin® O(sin® ¢ + cos? ) + sin® # cos? O = sin” O(sin” 0 + cos? 0)
= sin” 6.

Eftersom sin > 0 for 0 < 0 < 7 far vi [|ry x r|| = sin .

Vi kan nu rédkna ut arean av Y;. Vi far

27 pp
Area av Y] = // ds :/ / |lrg % 7,||dOdp
Y, o o

27 P
= / dgp/ sin d# = 2w [— cos(@)]g = 27(1 — cos(¢))) = 7(3 — V/5).
0 0
For att fa arean av Y, subtraherar vi arean av Y] fran den total arean

4m — (3 —V5) = n(1 + V5).

B85
Kalla sfiren Y, och 1at r(s,t) for s,t € D vara en parametrisering av sfaren. Vi

" // F-NdS = / F(r(s,t)) - (r, x r,)dsdt

(ry xmp) (ry xry)
Ty X r||dsdt = =2 Y lr. x r,||dsdt.
// Ty a7 X el // T Ty s me 7l
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Vi noterar att (7=X"t)
[[rsxry]|

maéste vara —r/||r||. Alltsa far vi

r r ||
LT xr||dsdt=//—\|r « 7, ||dsdt
.% el (™ p lr|pts =

ar en enhetsnormalvektor som pekar inat i sfaren, sa den

= % //D [|ry x r||dsdt = %Area av'yY = %4#]?,2 = %
B93
Vi sluter ytan Y med locket
Y, ={(z,y,2) e R®: 22 + 4% < g,zzO}.
Nu dr Y U Y; randen till kroppen
K={(z,y,2) eR3: 22 + 4> < g,O <z <cos(z? +y?)}

Vi berdknar forst ytintegralen 6ver Y;. Vi parametriserar Y; som

r(z,y) = (z,y,0), 2?+y*<

0|3

Vi far
r, = (1,0,0), T, = (0,1,0), Ty X T, = (0,0,—1).

Notera hér att normalen r, x r, pekar ut fran K sa att vi kan anvinda Gauss
sats. Vi berdknar

// F-NdS = // (23,9%,1)- (0,0, —1)dxdy
Y; 2 +y2<%

2
= — // dxdy = —Area av cirkel med radie 7/2 = T
x24y2< B 5

jus
=2

Nu beraknar vi integralen 6ver K. En parametrisering av K ges av 0 < z <
cos(x? +y?), 22 + y*> < w/2. Vi far

cos(z2+y?)
/// divFdV = // / 322 + 3y’dzdxdy
K z2+y2<mw/2 J0

= // 3(2% + y?) cos(x? + y?)dxdy.
@2 4+y2<m/2
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Vi byter till polara koordinater

2 p/7/2 2 /2
/ / 3r2 cos(r?)rdrdf = 3/ d@/ 3 cos(r?)dr.
o Jo 0

0

2

Vi beriknar en primitiv till 73 cos(r?) genom att sitta u = r2, si att du =

2rdr.

/r3 cos(r?)dr = / %u cos(u)du = %u sin(u) — / % sin(u)du

1 1 1
= Ju sin(u) + 3 cos(u) = 5( Zsin(r?) + cos(r?)).
Vi kan nu slutféra vara utrékningar.
2 NZIP) 1 V2
3/ d@/ r3cos(r?)dr = 3 - 2w {5(7“2 sin(r?) + COS(T2)>:|
0 0 0
T . 372
= 37T(§ sin(m/2) — cos(0)) = - = 3.

Vi anvander nu Gauss sats och far

2
//F~NdS:///dideV—// FoNdS = 2a? —83m— (- ) = 222 3.
Y K Y, 2 2

B94
Vi tépper till var yta Y med tva lock,

Vi={a+y?=12=0} Yo={"+1y*=22=1}
Ytan Y; UY, UY innesluter nu kroppen

K={(z,y,2) : 2> +1y? —22<1,0< 2 < 1}.

Vi kan parametrisera Y; som
r(z,y) = (2,5,0), 2*+y*<1.

Normalen r, x r, = (0,0,—1) pekar ut fran K, sa det &r réitt normal for att
anvinda Gauss sats. Vi far

A

1

F-NdS = // (x* — 2%, 524y, 0) - (0,0, —1)dzdy = 0.
z24+y2<1

26



Vi parametriserar Y, som
r(zy) = (z,9,1), 2*+y* <2

Normalen r, x r, = (0,0,1) pekar ut frin K, si det &r rétt normal for att
anvianda Gauss sats. Vi far

// F.-NdS = // (x* +y —2°, 52%y,1) - (0,0, 1)dzdy
Y, x24y2<2

= // dxdy = Area av cirkel med radie V2 = 27.
2 +y2<2

Vi rédknar nu ut trippelintegralen Gver K.

1
/// divFdV = / / 4g3 — 5a* + 5t + ldadydz
K 0 Jr24+y2<z2+1

1 1
/ / da3dadydz + / / dxdydz.
0 Ja2+y2<22+1 0 Ja2+4y?2<22+1

Den forsta integralen dr udda i x och K &r symmetrisk i x, s& den &r 0. Den
andra integralen kan riknas ut som

1 1
/ / dxdydz = / Area av cirkel med radie z? + 1dz
0 2 +y2<22+1 0

! 23 4
:/ 7r(22+1)dz—7r{+z] = —.
| 37,7 3

Vi kan nu anvinda Gauss sats for att fa

//YF.NdS:///KdideV—//YlF.N_dS//YZF'NdS

4 2T
= 0-2r=—"".
3 T 3

B95
Vi tépper till Y med locket

Y, = {22+ 9> <4,z=4}.
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Ytan Y; UY ar nu randen till kroppen

K={(z,y,2): 2* +y* <4,2* + 9> < 2 <4

Vi kan parametrisera Y, som
r(z,y) = (z,y,4), 22 +y* <4

Normalen 7, x r, = (0,0,1) pekar ut fran K, si det &r rdtt normal for att

y
// F-NdS
Y,

anvinda Gauss sats. Vi far
1

= f/ (1622 + 16y* + 4ay, 4o — 32zy — 292, 46952*742) - (0,0, 1)dzdy
2+y2<1

4 // e dady.
r2+y?2<1

Vi byter till poldra koordinater och far

27 1 27 1
4/ / re”2drd0:4/ d@/ re dr
0 0 0 0

1

,,,2
=21 [2] :7'('(6—1).
0
Vi rédknar nu ut trippelintegralen Gver K.
[// divFdV = [/ / 2022 + yz — 2222 —yz + €° y? dzdxdy
22442 <4 Jr2 42
// e’y / dzdxdy = // e (4 — 22 — y?)dady.
T24y2<4 z24y? z?+y?<4

Vi byter till poléra koordinater

2 2m 4
/ / Hrdrdd = / d9/ e’ (4 —r2)rdr
0 0

=27 [*67“2(5 — 7‘2)} = —m(11e'® +5).
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Vi anvander nu Gauss sats

//F-NdS:// dideV—// F-NdS =m(e—1)+m(11e'% + 5).
v K v,

B96
Vi tapper till var yta Y med tva lock,

le{:n2+y2:1,z:O}, Y2:{<£L'—1>2+(y—1)2:2,2’:1}.
Ytan Y; UY, UY innesluter nu kroppen

K={(z,y,2): (=2’ +(y—2)? <22 +1,0< 2 < 1}

Vi kan parametrisera Y; som
r(z,y) = (2,9,0), 2°+y* <1

Normalen 7, x r, = (0,0,—1) pekar ut fran K, si det dr ratt normal for att
anvanda Gauss sats. Vi far

// F-NdS = // (y,x,1)-(0,0,—1)dzdy
Y, z24+y2<1

=— // dxdy = — Area av cirkel radie 1 = —.
r2+y2<1

Vi parametriserar Y, som
T(I,y) = (xaya 1)7 ($_1)2+(y_1>2 <2

Normalen r, x r, = (0,0,1) pekar ut frin K, si det &r réitt normal for att
anvanda Gauss sats. Vi far

// F~NdS:[/ (y,z,1+22)-(0,0,1)dzdy
Ya (2—1)2+(y—1)2<2

= // (1 + 2?)dxdy.
(z—1)%+(y—1)?<2

Vi gor koordinatbytet © = rcosf + 1, y = rsinf + 1 och far

27 \@
// (1 + 2%)dzdy = / / (1+ (rcosf + 1)?)rdrdd
T2 +y?2<2 0 0
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27 \/5 27 \/5 27 \/5
:/ cos? 9d0/ r3dr+/ 2 cos 0d0/ T2d7’+/ d&/ 2rdr.
(o} (] (o} 0 0 (]

Den mittersta termen férsvinner eftersom vi integrerar cos 6 déar 6 gar fran 0 till
27. Vi rdknar vidare

27 4 V2
1
:/O 5 (1 cos(26))d0 [2]0 +or[r2)Y?
27

= [1(9 + 1sin(2<9))} 1447 =57
2 2 0

Vi rdknar nu ut trippelintegralen 6ver K. Vi gor variabelbytet x = rcosf +
z,y =rsinf + z,z = z. Vi far Jacobian

(z, y, 2) cos —rsinf 1
—27 —det |sinf rcosf® 1| =r.
a(r,0,z) 0 0 1

Olikheten (z —2)* + (y —2)? < 2z? + 1 blir r? < 22 + 1. Vi far

2 o1 It22
/// divFdV = /// 2?dzdydz = / / / (rcosf + 2)%rdrdzdo
K K o Jo Jo

27 1 V1+22 2 1 V1422 27 1 V1+22
= / / / 73 cos? 0drdzd9+/ / / 2r2 cos 92drdzd9—|—/ / /
o Jo Jo o Jo o o Jo

Den mittersta termen kommer att bli 0, eftersom vi integrerar cosf fran 0 till

27, Vi far
27 1 r
der/ d@/ 22 [] drdz
(o} (] 2 0

27 1 ?"4
/ cos? 9d0/ {}
0 (o} 4 0
1

27 1
1 1
:/ —(1+cos(29))d9/ 7(1+22)2dz—|—27r/ : (1+ 2%)drdz
o 2 o 4 0

1+22 2 1422

N

2

1

1 1 M5 228 23 2P
— 20+ Ssin20))| |24+ A
[2( +251n( ))}0 4[54— 3 +z]0+7r[3+5]0
w1 2 1
= (Z4+Z241 2y =
4(5+3+ )+7r(3+5) T

Vi kan nu anvanda Gauss sats for att fa

//F-NdS:// dideV—// F~NdS—// F.-NdS
Y K Y1 YQ

30
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=7 —(—m)—br = —3m.

B97
Vi tépper till var yta Y med tva lock,

Vi={a®+y*=2,2=-1}, Y,={2?+y"=2,2=1}.
Ytan Y; UY, UY innesluter nu kroppen

K={(z,y,2) a2 +1y2—22<1,-1<z<1).

Vi kan parametrisera Y, som
T(‘I,y):(ﬂf,y,*l), $2+y2 <2

Normalen r, x r, = (0,0,—1) pekar ut fran K, si det &r rétt normal for att
anvanda Gauss sats. Vi far

f/ F-NdS = // (zy, —y?,—1)- (0,0, —1)dzdy
Y, x2+y2<2

= // dxdy = Area av cirkel med radie V2 = 27.
2 +y2<1

Vi parametriserar Y, som
r(z,y) = (z,y,1), 2°+y><2.

Normalen r, x r, = (0,0,1) pekar ut frin K, si det &r rétt normal for att
anvianda Gauss sats. Vi far

// F-NdS = // (ry,y?,1) - (0,0, 1)dzdy
Y, x2+y2<2

= // dxdy = Area av cirkel med radie V2 = 27.
x2+y2<2

Vi rédknar nu ut trippelintegralen dver K.

1
/// divFdV = / / Y+ 2yz + ldzdydz
K —1 Ja2+y2<z2+1
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1 1 1
:/ / ydxdydz—l—/ / 2yzdxdydz—|—/ / dxdydz.
—1 Jx24+y2<z2+1 —1 Jr24+y2<z2+1 —1 Ja2+y2<z2+1

De tva forsta integralerna &r udda i y och omradet som integreras 6ver ar sym-
metriskt i y, sa de kommer att bli 0. Det aterstar att berdkna

1 1
/ / drdydz = / Area av cirkel med radie 2% 4 1dz
—1 Ja24+y2<22+1 —1

! 23 ' 8
:/ 7T(22+1)dz7r[+z} =—.
1 3 . 3

Vi kan nu anvianda Gauss sats for att fa

//YF.NdS:///KdideV—//YlF.NdS_//YQF.NdS

8 4
:?W—Qw—%r:—%.

B103
Vildter Y = {(z—1)2+(y—2)? < 4,z = x+2y}. Enligt Stokes sats géller

/F'drz//rotFJVdS
o Y

Dér N &r orienterad uppéat i positiv z-riktning. Vi berdknar

8@ 433 + 2 —2z —2z
rot F'= | 5| x |3ty + 22| = 1 =11 ].
a@Z 28 1223y? — 122392 0

Vi parametriserar Y som
r(s,t) =(s+1,t+2,(s+1)+2(t+2) =(s+1,t+ 1,5+ 2t +5),
2412 < 4.
Vi far r, = (1,0,1), r, = (0,1, 2).
rexr, =(—1,-2,1).

Eftersom z-koordinaten &r positiv dr det hér riatt orientering pa N. Vi kan nu

berdkna
// rot F'- NdS = // rot F(r(s,t)) - (—1,—2,1)dsdt
Y s2412<4
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:// (—2(s+2t+5),1,0)-(—17—2,1)dsdt:// 2 + 4t + 8dsdt
s24+12<4

s2+t2<4

= // 2sdsdt + // 4tdsdt + 8// dsdt.
s24+t2<4 824+12<4 s24+t2<4

De tva forsta integralerna &r 0 eftersom de dr 6ver udda funktioner pa ett om-
radde symmetrisk i s/t-axeln, medan den sista integralen dr 8 ginger arean av
en cirkel med radie 4, alltsa 32.

B104
Vi later Y = {22 +9? < 1,2 = 2xy}. Enligt Stokes sats giller

/F'drz//rotFJVdS
¥ Y

Dér N é&r orienterad uppét i positiv z-riktning. Vi berdknar

% ye® 0 0
rot I' = oy | % T 43| = 0 =10 ].
% 2 €% + 3x2 — e® 32

Vi parametriserar Y som
r(s,t) = (s,t,2st), 8% +12 < 1.
Vi far r, = (1,0, 2¢), r, = (0,1,2s).
ry xr, = (—2t,—2s,1).

Eftersom z-koordinaten &r positiv dr det hér ratt orientering pa N. Vi kan nu
berdkna

// rot F'- NdS = // rot F(r(s,t)) - (—2t,—2s,1)dsdt
Y s2412<1

:// (0,0,3t2)-(—2t,—2s,1)dsdt=// 3t2dsdt.
s24+t2<1 s2+t2<1

Vi byter till poldra koordinater

27 1 27 1
// 3t2dsdt = / / 3 cos? Or3drdl = / 3 cos? 9d0/ r3dsdt
521 42<1 o o 0 0

2m 411 2
B 3 13 cos(26) 1 3 1 3rm

4 2 4 4
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B105
Vilater Y = {22 +4? + 1 < 4,2 = 1}. Enligt Stokes sats giller

/F-dr:f/rotF-NdS
o Y

Dér N &r orienterad uppat i positiv z-riktning. Vi berdknar

% zZCcosy —zsiny + zsiny 0

rot F'= | 5-| X |—xzsiny +2z| = COSY — COSY = |0{.

8@7: T Ccosy —zsiny + 2+ zsiny 2

Vi parametriserar Y som
r(s,t) = (s,t,1),8% +12 < 3.
Vi far r, = (1,0,0), r, = (0, 1,0).
re xr, =(0,0,1).

Eftersom z-koordinaten &r positiv dr det har rétt orientering pa N. Vi kan nu

beridkna
// rot F'- NdS = // rot F(r(s,t)) - (0,0,1)dsdt
Y $2+12<3

- // (0,0,2) - (0,0, 1)dsdt // 2dsd.
$24+42<3 s2+12<3

Det hér &r 2 ganger arean av en cirkel med radie 3, alltsa 67.

B113
Vi forsoker hitta en potential till kraftfaltet

F = (yze®™*, zxe®™? zye™¥?),

alltsa en funktion U sa att

o _
o =Y DBy T ;

TYZ — stz

U _ pye
oz I

En sadan funktion ges tex av U = e"™*. Eftersom I', gar mellan punkten
(cos(0),sin(0),0) = (1,0,0) och punkten (cos(a),sin(a),a), far vi nu

/r F - dr =U(cos(a),sin(a),a) —U(1,0,0)

cos(a)sin(a)a 0 _ ,cos(a)sin(a)a __ 1.

=€ — € =€
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B114
En nédvandigt krav for att F' ska ha en potential &r att rot F' = 0. Det &r ocksa
tillrdickligt i vart fall eftersom R3 #r enkelt ssmmanhéingande. Vi riknar

2y — 2y 0
=] 2—-b | = 2—b |.
Lx - ax] L(Q — a)}

Alltsa ar F konservativt om och endast om b = 2 och a = 2. Sig att vi ar i det
fallet och lat U vara en potential till F'. Vi har att

2% 4 2yz

% axy + 2z
rot F'= [ 5-| X
5 y? + bx

U= /2xy+22dx = 2%y + 22z + f(y, 2),

U= /:v2 + 2yzdy = 2%y + y*2 + g(x, 2),

U= /y2 +2wdz = y?z + 2zx + h(x,y).
Vi ser att f(y,2) = y*2, g(z, 2) = 222 och h(x,y) = 2%y funkar och
U=1vy%2+2zx + 2%y

ar en potential till F'.

B115
Enligt Stokes sats géller

/(fV9> ~dr = //Yrot(ng) -n dSs.

% 192
rot(fVg) =V x (fVg) = | 5, | x ﬁgy
9z

Vi beraknar

,

oz

fygz +fgyz _fzgy _fgyz
fzgw +fgxz _fxgz _fng
f;cgy+fga:y _fygx _fgxy

=V /f xVg.

B116

(a)

Vi kan parametrisera v som

y(t) = Rett +a, 0<t<2m.
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Per definition har vi for komplexa kurvintegraler

[tz = / SO (.

I vart fall &r f(2) =1/(z —a)™, sd vi far

/ LI /ZW ! Riettdt
—  dz= — — Rie
- (z—a)" b (Ret* +a—a)"

27
— / Z'Rl_neit(l_mdt.
0

Om n # 1 far vi

27

2m s pl—n_it(l-n) 1-—n
/ iR meit(l-n) gp — {ZR. € ] _ R (627ri(17n) e —
b i(l—n) |, (1—mn)

Sista olikheten far vi eftersom e2™* = 1 dér k ar ett heltal. Om n = 1 far vi

istallet
27 27
/ iRV meitl-n) gy — / idt = 2mi.
0 0

(b)
Enligt foljdsats 3.1 i boken ar integralen lings en kurva som &r den positivt
orienterade randen till ett kompakt omrade dér integranden &r analytisk 0. Vi
kan alltsa betrakta cirkeln med radie 1/2 inuti kvadraten, si att cirkeln med
negativ orientering+kvadraten med positiv orientering innesluter ett omrade
dér 1/(z — a)™ ar analytisk. Alltsd dr integralen Gver cirkeln integralen over
kvadraten 0, s de tva integralerna &r lika. Alltsa ger uppgift (a) och (b) samma
svar.

B119

(a)
Vi avgdr om Cauchy-Riemann ekvationerna ar uppfyllda. For f har vi f = u+iv
dir u(z,y) = 2% + 2y och v = xy + y*. Vi har

sa f dr inte analytisk. For g géller

g(2) = e Y(cosx +isiny) = e Vel = Y = l@Hy) = iz,
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Alltsa ar g kompositionen av tvd analytiska funktioner (e* och iz) sd den &r
analytisk.

(b)
Vi har att
iz ,L'eiz

dz

(c)
Kurvintegralen 6ver g ar 0 enligt Cauchys integralsats. For f parametriserar vi
cirkeln som v(t) = ¢, 0 < t < 27 och far

27 27
F(x)dz = / F ) (8)dt = / Flcost +isint)(i cost — sin £)dt
|z|=1 0 0

2m
= / (cos?t 4 costsint + i(costsint + sin’ t))(i cost — sin t)dt
0

27
= / —2sintcos?t — 2 costsin’ tdt
(o}

2m
+i / (cos®t + cos? tsint — sin® ¢ cos t — sin® t)dt.
0

Vi visar nu att den héar integralen ar 0 genom att visa att integralen 6ver var och
en av termerna dr 0. Eftersom cos(t 4+ 7) = —cost och sin(t + 7) = —sint kom-
mer integralen Gver [0, 7] vara minus integralen éver [m, 27| for var och en av
funktionerna cos® ¢, cos? tsint, costsin® ¢, sin® ¢, s integralen éver [0,27] kom-
mer att bli 0.

B125
Vi har att 23 + 4z = 2(z + 2i)(z — 2i). Alltsd har f singulariteter kring
2 =0,2i,—2i.

(a)
Singulariteten z = 0 ar den enda singulariteten som ligger inuti cirkeln, sa enligt
Cauchys integralsats géller

e? e* /(2 + 4) 0 i
———dz = ———~dz=2mi(e/(0* +4)) = —.
/Z /z—l 2

B+ T z
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(b)
Singulariteterna z = 0, 2, —24 ligger alla inuti inuti cirkeln, sa enligt Cauchys
residysats kan vi rdkna ut

/ g / S RN
=g 2%+ 42 N =s 2(2 +28) (2 — 24)

2+4 4

o 60 N eQi N 6721’ i 7T62i N 7'('67%
= 27m = .
(0+2i)(0—2i) ' 2i(2i +2i) = —2i(—2i — 2i)

(c)

Singulariteterna z = 0, 2¢ ligger inuti cirkeln, sa enligt Cauchys residysats kan
vi rdkna ut

/ e? J / e? d
——az = o 4. az
|2—1—i|=3 2 +4z om1-ij=3 2(z +2i)(z — 24)

o 60 N eQi B ﬂ N 7T€2i
N (0+2i)(0—2i)  2i(2i+2i)) 2 4

(d)

Nu ér inte integralen véldefinierad, da 2i och —2i &r singulariteter till f som
ligger pa kurvan.

B129

(a)

Betrakta funktionen

e
f(@) 2 +4
Om x ar reell géller det att
_ cos(x)
R(f) = oy

Funktionen f har tva singulariteter, dd x? + 4 = (x — 2i)(x + 2i). Endast
x = 24 ligger pa det 6vre halvplanet. Vi kan argumentera som i exempel 5.1 i
kompendiumet och far att

el e /(x + 2i) 90 e o TETZ
/_Dox2+4dm:/r ﬁdx:%m-e( )/(2i + 2i) = 5

38



Vi far nu att

> cos(z) /OO ( el ) (/OO et ) e 2
dr = R dr =R de | = .
[Oox2+4 | 22 +4 | x2+4 2

(b)

Notera att integranden i uppgiften ar jamn, sa
o] 2 0o _x2
e 1 e
—dx = = —dx.
/0 22 +4 2 /_ o T2 +4
Den viktigaste detaljen som anvéindes for att argumentet skulle fungera i del (a)

var att €| < 1, dd @ var ett komplext tal pd évre halvplanet. Om x = a + ib
ar ett komplext tal pa ovre halvplanet (s& att b > 0) s& har vi

le—o| = |efa2+b272z‘ab| _ |67a2+b2||672iab| — e a’ b

Problemet hér ir e ***?* kan vara godtyckligt stor pa 6évre halvplanet. Alltsa
fungerar inte strategin i det héar fallet.

B122

(a)

Om vi tex later vart intervall vara R, och foljer stegen i beviset far vi

< /Mkdx,
R

men integralen till hoger ar inte dndlig, sd argumentet bryter ner har.

/ fol@) — Fla)dz
R

(b)

I forsta fallet har vi da = # 0

1 —1
|fi(2)| = \/Ex(l + k22?7t = L—1/2 (H + kx)

2 —1
=12 ((\/% — \/k::c) + 2) < k12971 .
X

Eftersom den sista olikheten &r oberoende av x och gar mot 0 ar foljden f;
likformigt konvergent mot f(z) = 0.

I andra fallet har vi for ett fixt = € [0,1]

I kx _ T
oo 1+ k222 kooo (1/K2 + 22)k
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Alltsa konvergerar serien punktvis mot 0. Den kan inte konvergera likformigt
mot 0, eftersom vi kan hitta en sekvens z; = 1/k sa att

_ k(/E) 1
gk ()| = W 9

Alltsa kan vi inte garantera att g, blir godtyckligt liten da & ar tillrackligt stort.

I tredje fallet har vi att for fixt z € (0,1]

. k2 . T T 1
im ——— = lim ——— = — = —.
k—oo 1 + k222 k—o0 1/k‘2 + 2 2 T

Alltsa konvergerar h;, mot 1/x, och om = = 0 har vi hy(xz) = 0, si h;, konverg-
erar punktvis mot en funktion som &r 1/z pa (0,1] och 0 da « = 0. Det &r inte
en kontinuerlig funktion, s& h; kan inte konvergera likformigt.

B126

(a)

Vi har
‘cosmc| < 1
n2 | = n2’
Eftersom
> 1
— < 0
Y5 <
n=1

foljer det av Weierstrass majorantsats att var ursprungliga serie konvergerar
likformigt.

(b)

Vi har att
N N
Z(En(l—(ﬂ) :Z n_xn+l
n=1 n=1

-2+ -3 43—t N — N = — N,

Om z € (—1,1) konvergerar serien mot x, och om x = 1 konvergerar serien mot
0. Det &r inte en kontinuerlig funktion, sa vi kan inte ha likformig konvergens.

B132

(a)

Betrakta istéllet potensserien
k

EH%H U

k=0

40



Vi anvander kvotkriteriet och berdknar

243k
lim =
k—oo 2 + 1/k

A1
ay,

A

Alltsa har var serie konvergensradie 1, vilket innebér att var ursprungliga serie
konvergerar d& |z?| < 1, alltsd d& |z| < 1. Alltsd har den ursprungliga serien
konvergensradie 1.

Vi betraktar fallet da |z| = 1. Om 2 = 1 blir serien
>, 1

—1)k
2V

som &r en alternerande serie vars koefficienter gar mot 0, s& den konvergerar
enligt Leibniz kriterium. Om x = —1, har vi serien

som ocksa konvergerar av samma anledning.

(b)
Det komplexa talet /2 har avstand 1/2 fran origo, sa den ligger inuti kon-
vergensradien och diarmed konvergerar serien da z = i/2. Det komplexa talet
141 har avstand v/2 fran origo sa det ligger utanfor konvergensradien, sé serien
divergerar hir. Om x = ¢ sa blir serien
o0
> (-1

k=0 —0

Den hér serien kan oméjligt konvergera da
1 oo
2( k +1) 2 Z

vilket &r den harmoniska serien som divergerar.

o0

Mg

k=0 2k k:O

()

Vi har att
oo 22k o0 x T oo
S = > / 2kt = / SO (—1)kekdr
k=0 k=0 0 k=0
/ Z —t2)kdt = / = arctan(z).
(i 0
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B133

(a)

Vi har att
izki/zt“dt/zit“dt Zidt:—ln\l—d
per i 0 k=1 o 1-—
Om vi sétter in z/5 far vi
ok
S -

k=1
For att hitta konvergensradien anvinder vi kvotkriteriet och far

5k 1 1

1
= lim - = lim =~
Koo 5Lk + 1) ko 5(1+1/k) 5

Z — i
R kggo

Qg1
ayg

Alltsa ar R = 5 sa serien konvergerar da |z| < 5.

Vi undersoker nu om |z| = 5. Om z = 5 far vi serien

o0
k=1

som divergerar, och om z = —5 far vi

=

o (_1)k
;(k)

som konvergerar till In 2.

(b)
Fran (a) ser vi att serie (i) konvergerar om |z| < 5, och fran egenskaper av
potensserier far vi att serie (i) konvergerar likformigt i intervallet [—4, 99; 4, 99].

For serie (i7) anvander vi kvotkriteriet och far

5k L2 1 1

Ay .
“htl 2 fim = -.
Rooo 5L (K +1)2  kbse5(1+1/k)2 5

ay

— = lim =

k—oo

Alltsa &r R = 5 och intervallet [—4,99; 4, 99] fungerar igen.
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B134

(a)

For (i) anvinder vi kvotkriteriet

2k!

Ap11 . : .
e ———— 1 —_— =
Kooo 2(k+ 1)1 koo kit 1

ay,

— = lim

k—o0

0.

Alltsa 4r R = oo och serien konvergerar for alla z € C.

For (i7) anvander vi rotkriteriet,

N 1/
L Uk = 1 1yl — lim 141 =1
5= dm oy = g ((1+5) ] = mie g -

Alltsé konvergerar serie (i) om |[(z — 1)?| < 1, sd den har konvergensradie 1.
Alltsé konvergerar den da |z — 1| < 1. Det aterstar att undersoka situationen
dé |z — 1] = 1. Om vi undersoker termerna i fallet da |z — 1| =1 far vi

1 —k 1 —k
. T 112k 4 _ < _ 1
Jim o) = fim Je =1 (1) = i (10 7)o

For att en serie ska konvergera maste termerna ga mot 0, alltsd kan serien inte
konvergera i det héar fallet.

For (i4i) anvander vi rotkriteriet,
1_ lim |a,|Y* = lim (E*)V/* = lim k = oo.
R k—o00 k k—o00 k—o0

Alltsa ar R = 0, och serien konvergerar endast om z = 0.

B136
Integranden har singulariteter i z = 0 och z = —3s.

(a)

Singulariteten z = 0 ligger pa kurvan sé integralen ar inte vildefinierad.

(b)

Singulariteten z = —3i ligger pa kurvan sa integralen &r inte valdefinierad.

(c)

Har &r bada singulariteter inuti cirkeln. Eftersom kurvintegraler éver analytiska
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funktioner ar vagoberoende, kan vi istéllet integrera éver en cirkel I'y runt z = 0
och en cirkel I'y kring z = —3i. For I'y far vi enligt Cauchys integralformel

e* e* /22 4 2mie
7d = 7(1 = 2 i(e—3t —3 2 = —
/1‘2 2+ 30) /F 3 = 2mile™ /(=317 9

—31

For I'; skriver vi om e*/(z + 3i) som en potensserie kring z = 0. Vi far
e =1+ 2+ 2%g(2)
dér g(z) dr en analytisk funktion. Vi far

1 1 1 1 & 1 2
= - (3i)F = — + = + 2%h
Z+3i 3i(z/(30)+1) 3i4 0 H(e/(3i)" = g+ 5+ 2h2)

déar h(z) ar en analytisk funktion. Alltsd far vi tillsammans

eZ

z+ 3

= (14 2+ 2%g(2)) (% + S + ZQh(Z))

1 11,
54'2(3 +§)+Z f(2),

dar f(z) ar analytisk. Alltsa far vi

L_ii_k <1+1)_|_f<)
2(z+31) 223 39 )

Vi kan nu integrera

e? 1 1 1 1 1
= cdz (=) [ Za dz.
/Flz2(z—|—3z') : 3@4122 Z+<3i+9>/1"12 z—i—/rf(z)z

Enligt B116 &r den forsta integralen 0, den andra 27i och den sista ar 0 enligt
Cauchys integralsats. Alltsa far vi

/ e? J (1+1>2_ 27r+27ri
——dz=|—+ - |21l = — + —.
. 22(z + 31) 39 3 9

Vi ldgger ihop de tidigare svaren och far

/__27rie3i+27r+271'i
- 9 397
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(d)
Den hér innehéller ingen singularitet, sa enligt Cauchys integralsats blir inte-
gralen 0.

B137
Vi ansétter

o0
y(x) =) _aat
k=0

och far

y'(z) = Z pyo(k +2)(k +1)a".
k=0

Ekvationen y(z) = y”(x) blir
Do ah =Y app(k+2)(k+1)z"
k=0 k=0

vilket ger

1

ak = ak+2(k + 2)(k + 1) <~ ak.+2 = akm.

Kraven y(0) = y’(0) = 1 blir ay = a; = 1. Man kan visa med induktion
att

Sa,
k

y(x) = ; W
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