MATEMATISKA INSTITUTIONEN Algebra, Matematik I
STOCKHOLMS UNIVERSITET 9 januari 2023

Losningsforslag (obs: det kan finnas méanga andra sitt att resonera pal)

1. (a) Vi ser att {1,2,3,4} C X for alla sadana méngder X, att 5 maste
forekomma i precis en av X och Y, och detsamma for 6. Detta leder till
foljande fyra mojligheter:

Svar:
X =1{1,2,3,4} Y ={2,3,4,5,6},
X =1{1,2,3,4,5} Y =1{2,3,4,6},
X =1{1,2,3,4,6} Y ={2,3,4,5},
X =1{1,2,3,4,5,6} Y ={2,3,4}.

(b) Summan kan delas upp som en summa av tva delar:

100 100 100
S (3 +2k—1) =Y 3 + > (2k - 1)
k=1 k=1 k=1

Enligt formeln for geometriska summor ar

%(:) 3k _ 3101 -3
k=1 2
och enligt formeln for aritmetiska summor ar
100
1+ 199
> (2k—1) = + =100 = 10 000.
k=1
Svar:  ¥7=2 4 10000.

2

2. (a) Vi har att

2 - 1 — 2 B 1 <0
20 —1 x+3 2c —1 x4+ 3
2(x+3)—(2x—1)<0
(2x —1)(x + 3)
< 7 <0
(2z — 1)(x + 3)

— (2z—1)(z+3)<0.
Om z < —3 eller x > 1/2 sa ar produkten i VL > 0, och om —3 < x <

1/2 &r VL < 0.

Svar: —3 <z <1/2 (eller z € (=3, 31)).



(b) Enligt rationella rotsatsen sa kan eventuella rationella nollstallen a /b till
p(z), dar sgd(a,b) = 1, endast ha téljare a som delar 1, och ndmnare
b som delar 2. Detta ger mojligheterna +1,4+1/2. Prévning visar att
xr = 1/2 ar ett nollstélle. Enligt faktorsatsen har vi darmed en faktor
(x — %), eller (22 — 1), till p(x), och polynomdivision ger

p(z) = (22 — 1)(2* — 22 — 1).
Enligt pg-formeln har den kvadratiska faktorn nollstéllena

r=1+V2

Dérmed har vi (enligt faktorsatsen igen):

Svar: p(x) = (2z—1) (x —(1- \/5)) (x - (14 \/5)) , nollstéllen: 3, 14+V/2.

3. (a) Vi skriver om med hjalp av potensregler och polarform:

L — 91/30 <\/§ n 1z'> _ 91/30i/6
2 2

Alltsa ar

200 — 960/3010m _ 9210 _ 4

eftersom ¥ ar 2m-periodisk i 6.
Svar: 4.

(b) Enligt binomialsatsen géller det att

(JZ + y)IOO — % (100> IkyIOO—k
L .

k=0

Med x = —1 och y = 1 ger detta

100 1
0= Z < OO) (_1)]61100—]6’
k=0 k

och eftersom 1199% = 1 for alla k s& har vi visat det som skulle visas.

4. Vi bildar systemets utokade koefficientmatris (A | b) och anvinder en ele-
mentar radoperation for att forenkla det:

1 a 3| 14 1 a 3| 14
1 1 6| 11 | =Ry ~ 0 1-a 3| =3
0 -4 a| —4 0 -4 a| —4



d.

Via expansion i forsta kolonnen ser vi att koefficientmatrisens determinant
ar

det(A) = 1- ‘1__4“ = -aat12= (0 —a—12) = ~(a—4)(a +3).
Detta ar 0 om och endast om a = 4 eller a = —3. Enligt utlard sats har

systemet alltsa en unik 16sning om och endast om a ¢ {—3,4}.

Om a = 4 ser vi fran ovan att systemet ar ekvivalent med systemet som har
utokad koefficientmatris

1 4 3| 14 1 4 3] 14
0 -3 3| =3 ~ 0 1 -1 1
0 -4 4| —4 0 0 0 0

Detta ar nu i trappstegsform och vi kan avldsa att det finns oédndligt manga
l6sningar, t.ex. med z som fri variabel.

Om a = —3 ar systemet ekvivalent med systemet som har utokad koeffici-
entmatris

1 =3 3| 14 1 4 3| 14

0 4 3| -3 ~ 0 1 -1 1

0 —4 =3 -4 ) 4Ry 0 0 0 —7
Den tredje raden har motsvarar ekvationen Ox + 0y + 0z = —7, som inte har
nagra losningar. Darmed saknar systemet 16sningar om a = —3.
Svar: Ingen losning om a = —3, odndligt manga losningar om a = 4,

entydig losning annars.

(a) Linjerna skdr varandra dar de har samma koordinater (z,y, z). Om vi
satter
(17 27 3) + t(lv L 1) = (57 87 6) + S(la _L 2)

och forenklar sa far vi systemet

t=4+s
t=6—s
t=3—2s.

Genom att t.ex. addera de forsta tva ekvationerna, och sedan substitu-
era, ser vi att systemet har precis en 16sning: (s,t) = (1,5). Detta ger
att skdarningspunkten é&r:

Svar: (z,y,z) = (6,7,8).



(b) Planets normalvektorer ar ortogonala mot bade L;:s och Ly:s riktnings-
vektorer. Vi kan hitta en sdidan normalvektor t.ex. genom att ta kryss-
produkten av dessa riktningsvektorer:

(1,1,1) x (1,-1,2) =... = (3,—1,-2).

Eftersom (1,2,3) &r en punkt pa planet, sa kan vi beskriva planet via
ekvationen
Svar: 3(z—1)—(y—2)—2(z—3) =0, eller 3z —y — 2z = —b.

(c¢) Lat IT : 3z — y — 2z = 0 vara det angivna planet. Bada de sokta pla-
nen har samma normalvektorer som II. Eftersom vi kan ldsa av dessa
normalvektorer fran ekvationen for II, sa behover vi endast hitta koor-
dinaterna for en enstaka punkt pa ett av de sokta planen for att kunna
skriva ned planets ekvation.

En punkt som ligger vinkelrédtt avstand 1 fran planet II kan fas genom

att borja vid en punkt pa II, t.ex. (0,0,0), och addera en normalvektor

till IT av langd 1. Vi normerar normalvektorn (3, —1, —2), och far:
T (3 -1 —2) = = (3, -1, -2).

Punkten med dessa koordinater har alltsa vinkelratt avstand 1 till II,
sa en ekvation for ett av de eftersokta planen éar:

Svar: 3(x — \/%) —(y+ \/%) —2(z + \/%) = 0.

6. Eftersom standardbasen ar en ON-bas sd ger direkt berdkning via koordi-
nater att f1 f1 =1= f2 f2 och att f1 fg = 0. Darmed utgoér F en
ON-bas.

Matrisen for T' relativt denna bas kan hittas pa flera sétt, t.ex. via satsen om
basbyte, eller via direkt berakning. Vi anvander direkt berakning: vi behover
skriva vektorerna T'(f1) och T'(f2) i basen F.

Vi har
. 1 V3 V3 V3 .
o 2 2

3
I F ér koordinaterna for T'(f1) alltsa (1,0).

Vidare ar
1 V3 _1 1
2 2 2\ 2 _ _J;'
V3 _1) (ﬁ) - <_3) B
2 2 2 2

I F ér koordinaterna for T'(f) alltsa (0, —1).

N[ =



Alltsa ar matrisen for T relativt basen F

)

Vi kan kdnna igen detta som en matris for en spegling i axeln motsvarande
den forsta basvektorn. Alltsa motsvarar 1" en spegling i linjen genom origo
med riktningsvektor fi.



