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1. (a) Forlanger vi med konjugatuttrycket far vi

vn?2+an+b—n= (n* +an +b) —n’
vnZ4+an+b+n

a+b/n a a
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da n — oco.

(b) Med standardutvecklingarna ef = 1+t + +O(t?), cos(t) = 1 — t2/2! + O(¢3)
och In(1+1t) =t+ O(?) da t — 0 far vi
e —cos(2z) (1422 +0(a?) — (1 - 222+ O0(z?))
zln(l+4z) z(4z 4+ O(x?))
322+ 0(2%) 3+ 0(x)
4224+ 0(23) 44+ 0(x)
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4
da xz — 0.

2. Vihar att f(x) ar definierad och kontinuerlig pa hela R, sa de enda mojliga asymp-
toterna &r sneda. Vi far att

1,4

lim zte ™ = lim — =0,
T—00 r—o00 el

xT

s& y = 0 &r en asymptot d&a  — oco. At andra hallet far vi dock

lim f@) = lim 2% % =[t=—z] = lim
r——00 I T—r—00 t—o0

—t3 t — —OO,

sa asymptot saknas dd x — —oo.

Vi far vidare, efter forenkling, att
fl@)=a*(d—z)e™™,  f'(x) =2z —2)(x - 6)e ",

sa f'(x) =0 for = 0 och for x =4, och f"(x) =0 for x =0, z = 2 och da z = 6.
Vi gor en teckentabell
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Fran teckentabellen ser vi att funktionen har tva lokala extremvérde, ett lokalt
maximum vid x = 4, och ett lokalt minimum vid x = 0 som &dven ar globalt
minimum. Globalt maximum saknas eftersom funktionen &dr obegransad.

Vidare har vi 2 inflektionspunkter, och funktionen &r konvex pa intervallen | — oo, 2]
och [4, co[, samt konkav pa [2, 6].

Vi har nu tillracklig information for att kunna rita en skiss av grafen:



— y=flx)
——-y=0

3. Lat h vara ldngden av kateten som triangeln roterar kring, och r ldngden av den
andra kateten. Da ar r bottenytans radie, och h konens héjd. Darmed éar botten-
arean A = 7r?, s& V = wr?h/3. Eftersom 72 + h? = a? dr 2 = a? — h?, sd vi
far

V(h) = m(a® — h%)h/3 = g(azh 1), 0<h<a,

om vi tilliter de degenererade fallen h = 0 och r = 0. Vi far nu att V'(h) =
Z(a® — 3h*), s& V'(h) = 0 bara d& h = % (eftersom h > 0). Eftersom funktionen

ar kontinuerlig och deriverbar pa intervallet [0, a], maste maximum finnas och antas
i en stationédr punkt eller en &ndpunkt.

Eftersom V' (0) = V(a) = 0, maste maximum antas i den stationdra punkten, och

vi far alltsa att h = % och r = %a.
z = rcos(f
4. I polara koordinater ] () motsvaras omradet av
y = rsin(0

E={(r0) eR*[1<r<V2,0<6<n}

i rf-planet. Vi far
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Funktionen f(z,y) = xye *~Y ar kontinuerlig pa en kompakt méngd, samt partiellt
deriverbar 6verallt, s& enligt en kdnd sats finns globala maximum och minimum
och dessa antas i inre stationdra punkter eller pa randen.

Vi borjar med att bestimma de stationdra punkterna. Vi far

0= % =y(l—x)e *7Y
0= %g]; =z(l —y)e ™Y

Fran den forsta ekvation far vi att y = 0 eller x = 1. I det forsta fallet ger andra
ekvationen punkten (z,y) = (0,0) och i det andra fallet att (x,y) = 1, 1. Bara den
senare dr en inre punkt till omradet.

Omrédet ar triangeln men hornen (0,0), (4,0) och (0,4). Liangs kanterna x = 0,
resp y = 0 far vi det konstanta vardet f(z,y) = 0.

r=t
y=4—1
Detta ger h/(t) = (4 — 2t)e™®, s& A'(t) = 0 om och endast om ¢t = 2 vilket ger
kandidatpunkten (2,2).

Triangelns horn &r redan undersokta, dar antar funktionen vardet 0. Jamfor vi

nu funktionsvirdena 0, f(1,1) = e?, och f(2,2) = 4e~* far vi att funktionens
~2

Aterstar kanten { , 0<t<4 Vifir h(t)=f(t,4—t) =t(4—t)e ™

maximum ar f(1,1) =e

(a) Vi skriver om den linjara differentialekvationen som y’ + 7Y = ﬁ, och

far den integrerande faktorn em(+a?)/2 — /T 32, Multipliceras ekvationen

med denna faktor fas ,
(y\/ 1+ x2) = .

Integreras bada sidor for vi yv/1 + 22 = %2 + C. Begynnelsevillkoret y(0) = 1

ger nu att C' =1, sa y(x) = 2%'

(b) Viboérjar med att l6sa den homogena ekvationen y) —4y;, = 0. Den karakteris-
tiska ekvationen ér r2 — 4 = 0, med lésningar r = 2, sa yj, = Aa** + Be™ 2%,
for A, B € R.
Eftersom ekvationen ar linjar kan vi fa en partikulérlosning y, = y1 + ue, dir
yi — dy1 = 8a® resp. yy — 4y = —€”
Vi ansitter en partikulirlosning pa formen y; = ax? + bz + ¢, sé yg = 2a sa
vi far yf +4y; = —4ax? —4bx + (2a — 4c) vilket skall vara lika med 822, vilket
betyder att a = —2, b=0och ¢ = —1 s& y; = —22% — 1.
Ansatsen yo = de® ger pa samma sitt att d = 1/3, sa yo = %
Den allménna 16sningen till differentialekvationen ar ddrmed

xT

y:yp+yh:%—2x2—1+Aa2x+Be‘2x.



